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Introduccién

Al ser destapado por el gigante, el cofre dejé
escapar un aliento glacial. Dentro sélo habia
* un bloque transparente.

(e

Desconcertado, sabiendo que los nifios espera-
ban una explicacién inmediata, José Arcadio
Buendia se atrevié a murmurar:

—Es el diamante més grande del mundo.

—No —corrigié el gitano—. Es hielo.

(Gabriel Garcfa Mérquez, Cien Afios de
Soledad, (1967).)

El tema de este trabajo es El Problema de los Cardinales Singulares, el estudio de
las libertades y limitaciones en el comportamiento de la exponenciacién cardinal. La
versién més conocida del problema es la referente a la Hipdtesis del Cardinal Singular,
una afirmacién sobre la exponenciacién que la determina por completo; el objeto de esta
introduccidn es presentar una exposicién de su evolucién histérica, enmarcdndaola en el
desarrollo general de la teoria de conjuntos.

Este trabajo es una recopilacién de los resultados conocidos respecto al Problema de
los Cardinales Singulares, tan exhaustiva como ha sido posible; pero no es sélo una recopi-
lacién, pues estos resultados aparecen relacionados unos con otros, ilustrando una compleja
y fascinante arquitectura matemdtica, que abarca ideas de muy diversas 4reas conjuntis-
tas, desde casi sus origenes hasta hoy dia. Ocasionalmente, los articulos que hablaban del
problema dedicaban unas cuantas piginas a ilustrar su historia, pero nunca presentaban
informacidn suficiente respecto a las técnicas o ideas utilizadas, a menos (en ocasiones) que
fuesen a ser empleadas directamente. Por eso, y puesto que aun no ha aparecido ningiin
irabajo publicado en libros que iniente una tal recopilacién y relacién (habréd que esperar
la publicacién del segundo volumen de [K]), emprender esta tarea era una labor justiﬁca.da.
Espero que el producto final sea para el lector tan satisfactorio como lo i 1ma.gme segiin lo
realizaba.

En los capitulos discutiremos los resultados que se han obtenido hasta el momento.
Estos son de dos tipos: resultados absolutos, es decir teoremas de ZFC, que abarcan las
limitaciones conocidas, y resultados de consistencia relativa, es decir (meta)teoremas que
muestran libertades y restricciones consistentes en la exponenciacién, médulo la consisten-
cia de ZFC o de sus extensiones por cardinales grandes. Estos resultados también muestran
que es necesario asumir la consistencia de tales cardinales.

Esperamos que este trabajo sirva como motivacién a un lector interesado para investigar
y profundizar en los temas aqui tratados; al menos, esa fue una de las directrices segu.ida.s
en su elaboracién. Dicho lector se encontrard con varios de los resultados e 1deas mas
elegantes y llamativos de la teoria de conjuntos.

Ninguno de tales resultados o ideas es de mi autorfa, y excepto por algunos detalles
menores o demostraciones sencillas, tampoco me corresponden créditos por las pruebas

dadas.



Es conveniente dar ahora una breve justificacién de lo que sigue. Quizis la mejor forma
de hacerlo sea explicar cémo surgid la idea de realizar este trabajo: Bésicamente fue una
conjuncién afortunada de coincidencias. Se debié a mi encuentro casi simultaneo con dos
artfculos, [DJe] y [FWo], y a un seminario informal que por esa época llevé a cabo con
Andrés Villaveces. Andrés acaba de terminar su doctorado en la Universidad de Wisconsin
en Madison, y estuvo en Colombia hace ya un afio largo. Su energia, su entusiasmo, y
el apoyo que recibi de él me convencieron de adoptar el problema de la exponenciacién
como el tema de mi tesis. En ese entonces yo sabfa del resultado de Easton, pero ignoraba
todas las dificultades inherentes a su generalizacién para cardinales singulares. El articulo
de Foreman y Woodin [FWo] me sorprendié bastante: era una exposicién muy reciente de
un resultado que yo suponia debia ser clésico, y que aparecia presentado en un contexto
donde los cardinales grandes jugaban un papel primordial, algo que no sabfa que fuera
necesario. En contraste, el articulo de Devlin y Jensen [DJe], que encontré bastante arduo
por su dependencia en teoria de estructura fina, sobre la que tampoco sabia casi nada,
indicaba que los cardinales grandes eran indispensables. Fui afortunado en poder recons-
truir aproximadamente la historia del problema de la exponenciacién en poco tiempo a
partir de ese momento. Comprend{ que era un tema central para la teorfa moderna de
conjuntos, y pude observar con relativa claridad el edificio de resultados y teorias que habia
crecido a su alrededor. En el seminario con Andrés tratamos de cardinales grandes, vimos
el resultado de Easton, y me encontré por primera vez con el orden < de Mitchell y el
concepto de extender. Le agradezco muchisimo por todo lo que me brindé ese seminario,
Y por el convencimiento que obtuve con él de que una exposicién que siguiera el desarrollo
histérico del problema era un trabajo que bien valfa la pena llevar a cabo.

Y eso es lo que he intentado. Este documento comienza con la historia del problema
de los cardinales singulares: informalmente, qué tanta libertad tiene la funcién x — 2",
¥ luego se centra en los resultados especificos que se han ido encontrando. Algunos de
estos resultados son puramente combinatorios, y han sido presentados en detalle. Otros
requieren més familiaridad con forcing o con estructura fina, de modo que sélo se han
incluido ideas que esperan ilustrar los argumentos de sus demostraciones, ocasionalmente
presentando los detalles de lemas o afirmaciones que puedan surgir en el curso de las
mismas. :

La exposicién ests acompaiiada de constantes referencias a.resultados adicionales o fu-
turas generalizaciones. Tales referencias son incompletas, pero esperan ilustrar la profunda
relacién que tienen entre sf los temas tratados, e indicar vfas distintas de desarrollo de estos

temas.

1. Metodologia.

Comencemos con una ripida descripcién de cada capitulo:

El orden seguido en estos sera, aproximadamente, histérico. Esto en particular no es
cierto en los capitulos 0 y 1, debido a la profusién de temas tratados, aunque sf lo es
‘localmente’. Esta Introduccién deberia servir para orientar en caso de cualquier confusién
al respecto. ;

El capitulo 0 basicamente consta de prerrequisitos; su considerable extensién es debida
a nuestro deseo de ser tan autocontenidos como fuese posible, y es esencial para todos
los demds. Ahi se explica la notacién, y se indican algunos resultados combinatorios que

viii



son usados mds adelante. Tales resultados usualmente son mencionados sin demostracién,
pero hay suficientes referencias para poder ubicar los detalles fa.lta.ntes en la literatura.
Lo mismo se aplica, cuando sea el caso, para los demas ca.pltulos Este comienza con una
serie de resultados elementales respecto a la exponenciacién y a productos infinitos que
serén utilizados permanentemente en el resto del trabajo, e incluye ademds un tratamiento
cuidadoso de la teorfa de cardinales grandes, aunque especificamente orientada a su relacién
con los problemas de aritmética; muchos otros temas interesantes de esta teoria han sido
dejados de lado, y hubiera sido imposible proceder de otra forma. Hay una seccién donde
se introducen nuestras convenciones de forcing y se presentan una serie de lemas técnicos
al respecto, y otra donde se define la jerarquia (Ja)o para dar algunas ideas bésicas de
estructura fina.

En el capftulo 1 incluimos los resultados de Silver y Galvin-Hajnal sobre limitaciones en
el comportamiento y cotas para la exponencial de cardinales singulares de cofinalidad no
contable. Hay también algunos resultados cldsicos, como el de Scott o el de Solovay, que
ilustran cémo la presencia de cardinales grandes afecta la aritmética. En forcing, damos
los resultados de Easton y Prikry-Silver. Y también explicamos el lema de cubrimiento de
Jensen.

Los capitulos 2, 3 y 4 exponen cada uno el uso de una técnica particular, que les da su
nombre, en el establecimiento de resultados en la aritmética.

En el capitulo 2 se exponen los fundamentos de la teorfa de pcf de Shelah, y se muestran
sus principales aplicaciones a la aritmética cardinal. Este es el capitulo més independiente
de todo el trabajo, y el 1ltimo donde se presentan pruebas detalladas.

A pesar de la falta de detalles, esperamos haber proveido informacién suficiente para
apreciar los resultados y técnicas involucrados. Uno de los principales motivos de esta
omisién es la extensién de las demostraciones; incluirlas hubiera facilmente triplicado la
longitud del documento, y exigirfa aumentar nuestra lista de prerrequisitos.

En el capftulo 3 se muestra la evolucién de la teoria de core models, junto con una
répida exposicién de su utilidad a la hora de establecer cotas inferiores en consistencia
para afirmaciones respecto a la libertad de la exponenciacion.

En el capitulo 4 se exponen los resultados de forcing relevantes al tema del trabajo y
posteriores a los incluidos en el capftulo 0. Estos resultados pueden discutirse desde dos
puntos de vista: O bien describen un método para establecer la consistencia de las hipétesis
en consideracidn, o bien establecen cotas superiores para tal consistencia, y ambas formas
de abordar el tema son tratadas aqui.

Finalmente, en el capftulo 5 se discuten tpicos que en este trabajo no han sido tratados
antes: el efecto de la conjetura de Chang en la aritmética, la relevancia para ésta de la
existencia de ideales saturados, algunas observaciones rapidas sobre el cardinal de ultra-
productos, y sobre la exponencial de los puntos fijos de la sucesién de los aleph. El capitulo
concluye mencionando una serie de preguntas abiertas.

Cada capftulo depende los anteriores, o bien en cuanto a resultados y técnicas, o bien
en cuanto a notacién. No son, entonces, independientes entre sf, y de cualquier modo esto
hubiera sido imposible: por ejemplo, el lema de cubrimiento de Dodd-Jensen involucra
una sucesién genérica de Prikry, y hay relaciones profundas entre sucesiones de extenders
y forcing de Radin, ver [DoJe2] y [Cu3]. E



2. Origenes del Problema.
La teorfa de conjuntos, vista como el estudio de los nimeros transfinitos, debe su origen

a las investigaciones de Georg Cantor en el dltimo cuarto del siglo pasado sobre la unicidad
de la representacién de una funcién, definida en un intervalo, en series trigonométricas.

Cantor investigé en qué subconjuntos del intervalo podia prescindirse de la hipétesis
de convergencia de las series sin alterar el resultado de unicidad. Sus trabajos lo lle-
varon a interesarse en subconjuntos de R definidos mediante procesos iterativos repeti-
dos w o més veces. Especificamente, Cantor consideraba, dado P C R, la sucesién
P,P',P", . P(®) plety P(=2) donde P(F+1) g ¢l conjunto de puntos limite
de P(¥) p(e) g5 ] que en notacién moderna llamarfamos P(«) = ﬂ;°=1 P ete. El
estudio de los érdenes de las sucesiones iteradas eventualmente desembocd en la teorfa de
buenos érdenes. Un interesante ensayo al respecto puede verse en la introduccidn de Philip
Jourdain a [C].

Desde sus comienzos, la teorfa de conjuntos encontrd en la aritmética cardinal y la teorfa
descriptiva de los reales sus principales corrientes directrices. Ya en 1878 Cantor propone

su famosa hipdtesis del continuo:
2o — Ni, (CH)

bésicamente como consecyencia de la, aparente dificultad de definir un subconjunto de R
de cardinalidad estrictamente entre X, y ¢ = 2Ro, Cantor pasé muchos afios en esfuerzos
fallidos para demostrar la hipétesis, estableciendo algunos casos particulares. Es notable
su resultado de que todo cerrado en R es contable o contiene un subconjunto perfecto, y
es por tanto de tamaifio ¢. Los trabajos desarrollados desde entonces en andloga direccién
resultaron en la teorfa descriptiva de los reales, el estudio de los subconjuntos definibles
de R, que aun hoy es objeto de profundas investigaciones (aunque ultimamente se asume
cada vez con més frecuencia, en lugar del axioma de eleccién la hipdtesis —mds fuerte en
consistencia, e incompatible con eleccién— del axioma de determinancia).

Una generalizacién fue propuesta por Felix Hausdorff en 1908, en un articulo ([Ha])
qe resultd piedra angular del estudio posterior de la teorfa de conjuntos per se, y ne sdlo
como base para los fundamentos de las matemadticas, articulo en el que introduce ademis
el concepto de cardinal (debilmente) inaccesible; la hipdtesis generalizada del continuo:

Vi (2" = 7). (GCH)
GCH es una hipétesis conveniente, por cuanto simplifica en extremo la aritmética:
Npy: sia<f
Re’ ={ Ro  siNp < cf(Ra)
N°+] si Cf(Na) S Nﬂ < Na
(como puede deducirse facilmente del lema 2 en el capitulo 1).
No es ésta, por supuesto, su tinica virtud. GCH ha resultado en diversas ocasiones
una hipétesis muy 1til, por ejemplo, en el estudio del cdlculo de particiones de Erdfs

¥ Rado (en 1965 Erdés, Hajnal y Rado practicamente resolvieron el problema bajo esta
hipétesis, [ErHRa]. Para un estudio detallado sin asumir GCH, ver [ErHM4Ra)), o de
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ultrapotencias en teorfa de modelos (sobresale el teorema de Keisler sobre isomorfismo de
alguna ultrapotencia de cualesquiera 2 estructuras infinitas elementalmente equivalentes,
aunque posteriormente Shelah mostré que aqui GCH es prescindible, ver [ChKe]). CH, en
particular, ha sido también generosamente utilizada, ver [Si]. El axioma de Martin, MA,
formulado por Donald Martin a fines de los 60 quizas es actualmente la mejor alternativa
a CH, ver [MarSo]. :

Sin embargo, en los 30 afios que siguieron a la publicacién del articulo de Hausdorff no
sélo no se consiguié demostrar GCH, sino que tampoco la hipdtesis mds débil

Ik (2° = &),

ni logré establecerse un contraejemplo.

3. Modelos Internos. L.

Para 1938 han pasado ya més de 10 afios de los trabajos de Tarski en aritmética cardinal.
En este afio se anuncia otro articulo fundamental, el primero en tomar la teorfa axiomatica
de conjuntos como disciplina matematica y objeto de estudio. Aparece ‘The Consistency
of the Axiom of Choice and of the Generalized Continuum Hypothesis’, de Kurt Godel, en
los Proceedings of the National Academy of Sciences, vol. 24, pgs. 556, 557, y los resultados
ahf anunciados aparecen demostrados en detalle en 2 articulos que siguen a éste. En el
primero de ellos Godel asume la consistencia de un cardinal inaccesible, hipStesis que luego
elimina, ver [Go).

El trabajo de Godel representé un gran adelanto en el estudio de la teoria de con-
juntos. Desarrollé con gran éxito una idea que ya von Neumann habfa de algiin modo
utilizado (al usar la jerarquia (Va)o de Zermelo para establecer la consistencia del a-
xioma de fundamentacién relativa a la de los demés axiomas de ZF), la introduccién de
un modelo interno, L, la clase de los conjuntos construibles. En ZF, Godel mostrdé que
L = ZFC + GCH. Por tanto, de ZFC no puede obtenerse un contraejemplo a la hipétesis
generalizada del continuo, a menos que ZF ya sea inconsistente. Pero no parecia muy
probable que GCH pudiera llegar a demostrarse (incluso, en su concepcién platénica de
las matemé4ticas, Godel pensaba que CH era falsa). La técnica de modelos internos se ha
desarrollado vastamente, aunque en un comienzo no se podian identificar métodos de una
manera clara. En su tesis de doctorado, Hajnal introdujo una generalizacién de la clase L,
con la que logré establecer un resultado que en términos légicos afirma que

si ZFCF -CH entonces ZFCF 2% =R,

(ver [K]). Esto sirvié como evidencia intuitiva para suponer que terminaria demostrindose
que CH es independiente.

Un modelo interno es una clase transitiva, modelo de ZF, que contiene a ORD. Por
supuesto, es una clase propia, y no puede obtenerse un conjunto que modele ZF, a no ser
que sea inconsistente, por los teoremas de incompletitud de Gaodel.

L es el menor modelo interno: cualquiera lo contiene. Y es absoluto: Si M es un modelo
interno, LM =L (es decir, Ve (zr e MA(MEz€L) ¢e—z € L)). Como L |V =1L, no
puede mostrarse en ZF que haya conjuntos no construibles.

xi



4. Cardinales Grandes y Sumersiones Elementales.

Poco antes de los resultados de Cohen, a los que nos referiremos a continuacién, Dana
Scott involucré cardinales grandes en el panorama: En un famoso articulo de 1961, [S],
mostré que V = L es incompatible con la existencia de cardinales medibles, y que el primer
contraejemplo a GCH no puede ser medible. A decir verdad, excepto por el resultado de
Kénig (k(®) > k) y el lema de Bukovsky y Hechler, éste fue el primer resultado absoluto
acerca de la funcién exponencial (x — 2%).

Un cardinal « es medible sii existe una medida (bivaluada x-completa no trivial) en P(x).
La importancia del trabajo de Scott trasciende su resultado: Scott tomé la ultrapotencia
de V médulo una medida sobre &, y consideré su colapso transitivo, M. M es un modelo
interno, y la construccién produce una sumersién elemental (distinta de la identidad)
7 :V =% M. Keisler mostré poco después que la existencia de una tal sumersién es de
hecho equivalente a la existencia de un medible. Casi todos los cardinales grandes con que
nos toparemos en esta historia fueron definidos de acuerdo con este patrén: en términos
de la existenica de una sumersién elemental, con determinadas propiedades adicionales.

5. Forcing. El Problema de los Cardinales Singulares.

El siguiente gran avance en teorfa de conjuntos, tanto en técnicas como en la concepcién
que conlleva, fue inventado por Paul Cohen, hacia 1963 ([Co]): el método de forcing.
El forcing ha sido de inconmensurable utilidad en el establecimiento de resultados de
consistencia, y en cuanto a trascendencia sélo tiene parangoén con los trabajos de Godel.
El método surgié de un modo inesperado, pues no se basa en las lineas de desarrollo
que se investigaban en el momento, y resulté ser de gran contenido intuitivo y suficiente
flexibilidad. Cohen utilizé su método para mostrar que ~AC es consistente con ZF y
—CH lo es con ZFC, asumiendo que ZF es consistente. En general, cuando mencionemos
resultados de consistencia, estos serdn relativos a la de ZF, o de alguna de sus extensiones.

Casi enseguida a su aparicién, Robert Solovay generalizé el trabajo de Cohen para
mostrar que GCH puede fallar con cierta libertad:

e 280 puede ser cualquier & de cofinalidad mayor que w, y (como corolario) GCH
puede fallar en cualquier ntimero de cardinales, es decir, para cada k es consistente
con ZF'C que haya al menos « contraejemplos a GCH, & valores de ) para los cuales
28 AT :

e Algo més flexible, dados finitos cardinales regulares kg < -+ < Ky, y valores
correspondientes Ag < -+ < A, si Vi < n(kF <Ny cf(Ai) > k:) entonces es
consistente con ZFC que 2% = );, i < n.

William Easton, en su tesis de doctorado, en 1964 (ver [E]), establecié un resultado mu-
cho més general: Sea F una funcién (definible) de los cardinales regulares en los cardinales
tal que

i) Vi (cf F(k) > &)

i) V&, (k<X — F(x) < F())).
Entonces hay una nocién de forcing P tal que
1p Ik Ve (2% =F(K)).

IP preserva cofinalidades (y por tanto cardinales), de modo que i) y ii) son necesarios [i1)
es monotonfa de la exponencial, y i) es el lema de Konig]. Lo asombroso es que, ademis,
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son suficientes. Esto da, por supuesto, una inmensa libertad en el comportamiento de la
funcién exponencial (sometida sélo a restricciones dadas por resultados como el de Scott,
y al hecho de que debfa estar dada por una férmula de primer orden). En cambio, el
método de Easton no da absolutamente ninguna libertad al exponencial de los cardinales
singulares, por cuanto SCH vale en los modelos asi construidos —SCH, la hipdétesis del
cardinal singular, es la afirmacién

Vk singular (fcd(") = gt 4 25f(%),

y bajo SCH conociendo la funcién F' la exponenciacién estd determinada por completo—.

El problema de los cardinales singulares consiste en determinar los comportamien-
tos consistentes de la exponencial. Por el resultado de Easton, podemos reformularlo como
determinar con qué libertad puede violarse SCH. En este trabajo nos proponemos reco-
rrer, dentro de los limites que su extensién y nuestra comprensién del tema nos imponen,
el camino seguido en procura de resolver este problema.

Primero que todo, hay ciertas restricciones. Por ejemplo, si 28a = N,}g Ve, entonces
B <w.

0, si 28 = R,41 Vn < w, entonces RN # Ry,

Durante algfin tiempo se pensé que en el resultado de Easton la limitacién a regulares
era sélo debida a una debilidad de la prueba. Asf, salvando los obsticulos del tipo de
los arriba anotados, se esperaba que pudiera mostrarse que la exponencial podia ser, en
esencia, arbitraria.

El artfculo [Sil2] de Jack Silver, aparecido en 1974, mostré que esto no era asi: Por
ejemplo, si k es singular limite fuerte, y cf k > w, £ no es el primer contraejemplo a GCH.
La demostracién de Silver usaba forcing y ultrapotencias, y ha sido muy simplificada
desde entonces. Ver, p. €j., [BaP] o [Kud]. jAcaso, entonces, es SCH un teorema? Silver
practicamente habfa reducido el problema a singulares de cofinalidad w. Quizds mas alla
del resultado de Easton realmente no habfa ninguno adicional.

Pero ya desde 1971, de trabajos de Prikry y Silver, [P] y [Sill], se habfa establecido que
si hay un medible que viole GCH, entonces es consistente que falle SCH. Un medible
con 2% > Kt resultd una hipétesis més fuerte de lo imaginado. Kunen [Ku2] probé, usando
modelos internos y ultrapotencias iteradas, que implica la consistencia de la existencia de
tantos medibles como se desee (i.e., para cada e Kunen construyé un modelo de ZFC con al
menos a medibles). Pero se mostré que, médulo la existencia de cardinales supercompactos,
era consistente. Un cardinal supercompacto es una generalizacién ‘natural’ de un medible,
basada en la formulacién con sumersiones elementales. Estas, y los cardinales que de ellas
se derivan, han sido bésicos en el establecimiento de la libertad de las violaciones de SCH
que se conoce hasta el momento, via forcing.

El resultado de Silver-Prikry ocurria en un cardinal que antes de la extensién por forcing
era medible, y por tanto era ahora un singular muy grande. Dos preguntas naturales se
presentaban ahora como el siguiente objetivo: ;Cudl es el minimo singular en el que SCH
puede fallar? y ;Puede un singular ser el primer contraejemplo a GCH? Respecto a la
segunda pregunta, cabe notar que en el modelo de Silver-Prikry, si k es el singular que viola
SCH, hay & contraejemplos a GCH menores que él, debido al resultado de Scott, ya que
el forcing no cambiaba V. Si trata de reorganizarse GCH bajo & mediante los métodos
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usuales de forcing, muchos cardinales menores que k son colapsados, de modo que & cesa
de ser un contraejemplo.

6. El Lema de Cubrimiento.

Antes de ver lo ocurrido con estas preguntas, debemos destacar otro resultado, que
indic6 que la presencia de cardinales grandes era necesaria: En 1975 aparecié un articulo
que ayudd a aclarar la relacién entre V y L, [DJe]. Como el resultado de Scott, dependfa
d;a la existencia o no de cierto tipo de conjuntos; en este caso, con un subconjunto de w,
0%,

Ronald Jensen, quien en 1972 habfa publicado un articulo, [Jel], donde retomaba el
estudio de L, basado en las propiedades de sus etapas L, (en realidad, en las etapas de
una jerarquia diferente, J,), v lo orientaba de manera sistemdtica, desarrollando lo que
ahora se conoce como estructura fina, mostré en el artfculo del 75 (escrito con Devlin) que
si 0 no existfa, V y L eran muy parecidos. Con mds detalle, valfa el lema de cubrimiento:

Si X C ORD es no contable, existe ¥ € L tal que X C Y CORDy |X|=[Y] La
negacidn de este lema es una consecuencia trivial de la existencia de 0! que, por supuesto,
no pertenece a L, y de hecho implica que V y L son muy distintos; por ejemplo, todos los
cardinales no contables, en V, son (fuertemente) inaccesibles en L. El lema de cubrimiento
implica con relativa facilidad SCH, asi que ~SCH implica la existencia de 0, que es una
genuina hipdtesis de cardinales grandes. Es tal su significado e influencia que, por ejemplo,
Kanamori lo ha denominado el resultado més importante en teorfa de conjuntos en la
década del 70, ver [K].

Diversas generalizaciones para modelos internos mas amplios que L se han desarrollado
desde entonces. Jensen mismo, y Mitchell ([Mi4,5]) han sido los directos responsables de
estos resultados.

7. El Primer Contraejemplo a SCH.

Esto apoyaba la hipétesis de que alguna forma débil de SCH deb{a ser vélida, desarro-
llada desde el trabajo de Silver. que pronto fue generalizado por Galvin y Hajnal pero aun
restringidos a cardinales de cofinalidad > w, en un contexto puramente combinatorio, [GH].
Las desigualdades mostradas en [GH] estén relacionadas con rangos asignados a funciones
y filtros en estos cardinales. Un ejemplo de tales desigualdades, que no menciona estos
elementos, es que si N es limite fuerte de cofinalidad no contable, entoncés

QNA < N(QIAI)-{- g

Esta hipétesis fue confirmada en 1974, en trabajo de Robert Solovay, [So]: Solovay es-
tablecid otro resultado absoluto. que depend{a de la existencia de cardinales grandes: SCH
es eventualmente cierta. M4s especificamente, si % es un cardinal fuertemente compacto,
entonces VA singular > « (A2 = 22 4 A+), Esto, por ejemplo, implica que en presencia
de cardinales fuertemente compactos 2" = x+ para una clase propia de cardinales x.

Magidor, en 2 articulos aparecidos casi simultaneamente en 1977, [Mal] y [Ma2)], mostré
que médulo ciertos cardinales grandes —mayores que supercompactos— R, podia con-
tradecir SCH y, de hecho, ser el primer contraejemplo a GCH, resolviendo de forma ines-
perada las dos preguntas arriba planteadas. Magidor conseguia un modelo donde N, era
limite fuerte y 2% = R, 1. para cualquier o < w preestablecido.
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8. Cotas en Consistencia.

El trabajo de Jensen trasciende, por mucho, lo hasta ahora indicado en relacién con él:
En busca de generalizaciones de L que permitieran la existencia de 0* o cardinales grandes
mayores que los implicados por la existencia de este conjunto, y siguiendo los trabajos
de Kunen [Kul], Anthony Dodd y Ronald Jensen, en una serie de articulos aparecidos a
comienzos de los 80, [DoJel,2,3], ver también [Dol,2], introdujeron el Core Model K, y
demostraron un anélogo del lema de cubrimiento para K. Este modelo permite la existencia
de cardinales medibles, pero no la requiere. Acé las técnicas de Jensen de estructura fina
fueron intensamente aplicadas estableciendo, por ejemplo, que se requiere la consistencia
de algo més que un medible para conseguir ~SCH.

En este punto de la historia ya deben ser claras las vias en que siguieron desarrollandose
los resultados: Por un lado, con forcing, se ha conseguido rebajar cada vez més las hipdtesis
requeridas en orden a conseguir una violacién especifica de SCH (en lo que sigue, nos
referiremos a estas hipétesis como cotas superiores), y se ha establecido gran variedad
de violaciones posibles. Por el otro, con la teoria de modelos internos, especificamente
el trabajo con core models, se ha logrado, especialmente mediante el establecimiento de
andlogos al lema de cubrimiento, aumentar las hipétesis de cardinales grandes que hay que
asumir para lograr la consistencia de una tal violacién (en lo que sigue, nos referiremos a
estas hipétesis como cotas inferiores).

A comienzos de esta década se logré, por ejemplo, aislar la hipétesis de cardinales
grandes equiconsistente con ~SCH, y desde entonces se ha establecido cudl es tal hipétesis
para diversas formas de lograr los contraejemplos.

9. La teoria de pcf de Shelah.

Hay una tercera corriente que podemos mencionar ahora, y es la que se refiere a resul-
tados absolutos, sobre todo al establecimiento de cotas para la exponenciacién del tipo de
las obtenidas por Hajnal y Galvin. Esta corriente corresponde a los trabajos de Shelah
que desembocaron en su teoria de pcf.

Ya en el 80 Shelah obtuvo algunas cotas ([Sh2]), pero el primer resultado verdaderamente
digno de mencién aparecié en 1982, en [Sh3]. Acd Shelah demostrd, en directa analogfa
con [GH], que

fo," < N(zuo)-'-.

Esta, y cotas anélogas para otros cardinales, se obtuvieron en medio de sus investigaciones
en versiones combinatorias de teoremas que generalizasen el lema de cubrimiento. Fue la
primera cota conseguida para la exponenciacién de cardinales de cofinalidad w, contradi-
ciendo la que ahora se iba estableciendo como la hipétesis dominante, a saber: que no
existian tales cotas.

La demostracién de Shelah usaba fuertemente algunas ideas que habfa introducido pre-
viamente en el contexto de dlgebras de Jénsson, referentes a la cofinalidad de ultrapro-
ductos. Shelah encaminé su trabajo entonces en esta direccién, y a fines de los 80 habia
desarrollado la rica teorfa de pef cuyos frutos muestra en [Sh8], ver también [BuMal.

pcf es una. abreviatura de ‘possible cofinalities’, y la teorfa investiga las relaciones
estructurales entre conjuntos de cardinales (regulares) y las cofinalidades de sus ultrapro-
ductos. Es una teorfa muy fértil, y en manos de Shelah ha encontrado aplicaciones muy
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diversas. Es notoria por la inherente sencillez de sus argumentos, y su profundidad. La
teorfa ha hallado uso en la investigacién de la existencia de cardinales de Jénsson, en el
estudio de lenguajes infinitarios, en diversos problemas de dlgebra, en aritmética cardinal,
etc. Ver [Sh7].
Respecto a sus aplicaciones en aritmética, una de las principales es el establecimiento
de la cota
2% < R, — RN <R,

ademds de resultados como que si R, es limite fuerte entonces 28 es regular, lo que en
particular implica que no puede ser X,,, , siendo as{ un resultado mucho més fuerte que uno
de los que previamente hemos mencionado.

La teoria ha recibido también bastante atencién por parte de otros conjuntistas intere-
sados en SCH, y oportunamente mencionaremos algunas de sus aplicaciones no debidas a

Shelah.

10. Core Models.

Regresemos un poco, y examinemos ahora los resultados en teorfa de core models.

El estado actual de la teorfa en gran medida se debe a William Mitchell. Sus trabajos
extienden los de Dodd y Jensen, quienes hab{an introducido el modelo K (una restriccién de
la clase L[Y{] de Kunen, donde puede habitar un medible, pero no necesariamente mucho
més). Los resultados con ultrapotencias obtenidos hasta entonces dependian en cierto
grado de una propiedad de los conjuntos medibles: la existencia de una medida, normal,
esto es, si k es medible, un ultrafiltro sobre %, no principal, k-completo y cerrado bajo
intersecciones diagonales de tamaifio x. Es f4cil caracterizar  en el ultraproducto médulo
una medida normal: & es el primer ordinal que la sumersién V=3 M , donde M es
el colapso transitivo del ultraproducto, mueve (tal ordinal es llamado el punto critico de
7). Cuando la medida es normal, & es la imagen de la identidad ide : K = & bajo tal
ultraproducto.

Como hemos notado, las sumersiones han estado presentes en esta historia desde hace
bastante: 0? existe sii hay una sumersién elemental (no trivial) 7 : L =+ L. La existencia
de los conjuntos andlogos 0%, 0%, etc, puede caracterizarse similarmente en términos de

la existencia de sumersiones elementales 7 : L[0*] =4 L[0Y], = : L[o¥] =5 L[o¥), etc. Y
puede conseguirse una sucesién muy larga —que va “més alld”, incluso, de ORD— de 0(®?,
Los miembros de tal sucesién son conocidos en este contexto como ratomes. Admitiendo
todos estos ratones se obtiene K, y puede irse més alld, de nuevo, mirando sumersiones
m:K-5HK.

Mitchell introdujo la idea de trabajar no con un medible & y una medida sobre &, sino
con sucesiones de estas medidas. Para esto, comenzé definiendo un orden o en la familia de
medidas normales sobre «, que lleva a toda una jerarqufa de cardinales grandes, segiin el
tamaiio de o(x) = {o(U): U es medida normal sobre x }. Ac4, o(U) ={o(U"):U' U},
donde U < U’ sii U pertenece al colapso de la ultrapotencia de V médulo U’. Este orden
resulta ser bien fundamentado, de modo que o estd bien definido, y es un ordinal. De
hecho, o(x) < (2*)*. Las medidas codifican sumersiones, y Mitchell decidié no trabajar
directamente con éstas, sino con aproximaciones. Los detalles de cémo ‘aproximar’, pre-
sentes ya en [Mil,3], fueron simplificados por J ensen, desarrollando el concepto de extender.
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Mitchell construyé un modelo K[F] que es una extensién de K por medio de una sucesién
de extenders F. En las presentaciones modernas, gracias a las simplificaciones, este mod-
elo puede escribirse en la forma L[E]. En caso de que haya un medible, K = [, L[],
donde L[] es el modelo de [Kul] y los L[i,] son sus ultrapotencias iteradas. Por eso,
ahora se acostumbra llamar K al modelo L[E] que esté en consideracién. E es una sucesién
coherente de extenders, y L[] es de la forma L[E] para una E de longitud 1. La sucesién
E es coherente, basicamente, si sus elementos estén listados <-ordenados, sin dejar huecos.
En [Mi2] se generaliza la definicién de o, de modo que ahora pueden tenerse cardinales &
con o(k) > (2")*. Por ejemplo, un cardinal fuerte es uno para el cual o(x) = oo.

Asf como L = |, Ja, ¥ la relacién entre los J, (que estdn linealmente ordenados por
contenencia) es bésica en la estructura fina de L, la relacién entre las etapas que conforman
K, también llamadas ratones, es primordial en la teorfa de core models. (En nuestra
formulacién inicial los ratones codifican el modelo interno. Acé, consideramos tal modelo
directamente). Agregando extenders a la sucesién E de que se parta pueden obtenerse
ratones cada vez ‘mayores’. Esta relacién estd ahora dada en términos de un orden <*.
Simplificando un poco, para ratones M y N decimos que M <* N sii hay ratones Py@Q
y sumersiones %, j con ¢ : M 2 Pyj: N5 Qt.q PCQ (Ver [MarSt2]). A medida
que se sube (en el orden o) en la sucesién E la comparacién se hace mis diffcil. Los
modelos estudiados por Mitchell son linealmente iterables, de modo que dado un ratén Mp
puede construirse una sucesién (Ma)a de ultrapotencias iteradas, con todos los M, bien
fundamentados. Si Mo, No son linealmente iterables y, digamos, a lo més hay cardinales
fuertes, eventualmente la sucesién coherente de M, serd segmento inicial de la de N y
tendremos My <* Np, o viceversa. Los detalles se complican a medida que subimos en
la jerarquia de cardinales grandes y si admitimos, p. €j., varios cardinales de Woodin,
puede haber ratones que no sean linealmente iterables, lo que ha obligado a procesos de
comparacién més intrincados, y dado origen a la teoria de drboles de iteracién, expuesta
en [MarSt1,2]. -

La ‘motivacién’ en la teorfa de core models es que si k es un cardinal grande, digamos de
tipo P, una sucesién B lo refleja, y en L[E] & aun es un cardinal de tipo P. L[E] es ‘bien
comportado’ y posee una ‘aceptable’ estructura fina. Del estudio de ésta se pueden deducir
propiedades sobre V que dependen de la presencia o no de cardinales de tipo P, y esto
permite establecer las cotas inferiores para los diferentes casos de, por ejemplo, ~SCH.
Otra de sus principales aplicaciones tiene que ver con teorfa descriptiva (ver [MarSt1]),
aunque aqui no trataremos esto.

Hasta ahora, la teoria se conoce con cierto detalle hasta cardinales de Woodin ([MiSt],
[St]), y en las etapas bajas aun maés:

En el modelo original de Mitchell, < es un buen orden en la familia de medidas normales
sobre &, pero ahf vale GCH, asf que o(x) < x+t. Moti Gitik, en trabajo a fines de la década
pasada y comienzos de ésta, y usando resultados de la teorfa de pcf de Shelah, mostré
([Gi2,3]) que la consistencia de ~SCH es justo la de I (o(x) = x+1). Esta hip6tesis ha
sido cuidadosamente estudiada por Mitchell de modo que, p. €j., actualmente se conoce
con cierta claridad cémo es V en caso de que =3k (o(x) = x*+). Ver [Mi6,8,10], donde se
ven aplicaciones a combinatoria infinita, SCH, y generalizaciones de resultados de Jensen
sobre férmulas absolutas para K y V. :
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Se ignora qué tanto més pueden extenderse las construcciones, de modo que lleguen
a conseguirse core models que acojan al menos un supercompacto. Se sabe con certeza,
gracias a trabajos de Woodin sobre ideas de Shelah, Foreman y Magidor [FMaSh1], que
esto requiere cambiar las técnicas y el tipo de resultados obtenidos hasta ahora. Ya han
habido cambios muy significativos desde [DoJel], e incluso desde los primeros trabajos de
Mitchell mismo.

Los 4ltimos resultados en la teorfa se deben a Mitchell, Steel, Martin, Gitik y Koepke
([Ko]). En parte los detalles se han trabajado en teorfa de segundo y tercer orden, y para
la fecha no resulta claro que los métodos (o los mismos resultados) sean formalizables del
todo en ZFC, o en MK (Morse-Kelley), donde fundamentacién vale para clases, y quizés
sea el marco natural para los estudios modernos en core models y cardinales grandes. Pero
se han obtenido cotas inferiores muy precisas para fallas de SCH o resultados afines. Por
ejemplo, se sabe que la consistencia de

2% SR,y 2% < n,

es al menos la de un cardinal fuerte (de hecho, algo més), resultado en el que también se
apeld a la teorfa de pcf; y

3k, a(cf(@) > &,2" = £+ y & es medible)

es equiconsistente con
Ik, a(cf(a) > &, 0(x) = &+9).

M3s precisamente, si &, o son como arriba, puede hallarse un modelo interno donde o(k) =
kT Y, si se tiene la situacién de abajo, por forcing, sin colapsar cardinales, puede
conseguirse 2" = £+, y k aun medible. Ver [GiMi], [Gi4], [GiMa2).

11. Forcing; Resultados Adicionales.
Mencionemos, finalmente, en qué consisten los resultados conseguidos con forcing desde
los trabajos de Magidor.
Shelah [Sh5] mostré que Vo < w; —asumiendo la consistencia de un supercompacto—
es consistente que
NSO = Nw+a+l, con 2%e < N,

y Magidor mismo adapté luego esta prueba para que, ademés, GCH valiera bajo 8,,. Aun
no se sabe si R0 > R, | N, lfmite fuerte. es consistente, pero alguna idea nueva es necesaria
si se desea establecer un resultado de este estilo.

Shelah también mostré resultados similares para cardinales de cofinalidad > w. Sus
cotas en consistencia, sin émbargo, parecen excesivamente grandes en comparacién con las
inferiores (y al menos para el resultado en R®° lo son. Ver [GiMal]). Gran parte de los
resultados han consistido en rebajar las cotas superiores para, por ejemplo, 2* > k¥, &
medible, lo que asegura un modelo de ~SCH.

Hugh Woodin, uno de los mejores conjuntistas de los tltimos afios, ha sido el respon-
sable de la mayor parte de los avances en esta direccién, especialmente con sus trabajos
del 83 y 84. Gracias a sus técnicas, pudo establecerse que los cardinales hipermedibles,
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introducidos en [Mi2], bastan en la mayoria de los resultados, lo que es importante pues
estos son bastante menores que los supercompactos, y las técnicas de modelos internos les
son accesibles. Woodin ha publicado pocos de sus trabajos, lo que dificulta encontrarlos; se
espera que pronto aparezca un libro escrito en coautorfa con James Cummings, donde los
_ va a mostrar. Estos son principalmente aplicaciones del forcing de Radin, y han permitido
establecer varios resultados globales, como los que mencionaremos en un momento.

Entre el 90 y 92, Gitik y Magidor desarrollaron nuevas técnicas de forcing, donde utili-
zaban extenders para producir lo que denominaron sucesiones precisas de ultrafiltros (nice
systems), con las que definfan una nocién de forcing mediante la cual es posible simulta-
neamente hacer 2° grande y x singular, comenzando con un medible x (apropiado), y no
en 2 pasos, como se hacfa hasta entonces. Esto ha permitido rebajar en varias ocasiones
las cotas, como en la consistencia de

Vn<w (ZN" = Nn.*.]) A 2N“’ = Nw+a+1,

para a € w; dado, a partir de cardinales ‘suficientemente’ fuertes, lo que es una disminucién
considerable de los cardinales con que se tenfa el resultado, y establecer otras, incluso la
equiconsistencia mencionada arriba (una direccién es debida a Woodin).

En 1979, siendo aun estudiantes, Woodin y Matthew Foreman [FWo] establecieron que
(si hay un supercompacto con w inaccesibles mayores que él, entonces) es consistente que
Vi (2¢ > k), asf que SCH puede fallar de una forma extremadamente dramatica. Woodin,
desde entonces, ha rebajado la hipétesis a la existencia de un P;(x)-hipermedible (es decir,
un & t.q. hay una sumersién j : V — M con punto critico &, "M C M, V42 C M), y ha
conseguido establecer, més aun, la consistencia de

Vi (2% = stT).

La tesis doctoral de Cummings, ‘escrita en el 88 bajo la supervisién de Adrian Mathias y
Woodin, trafa otro resultado de este tipo: Comenzando con GCH y un Ps(x)-hipermedible,
puede conseguirse un modelo ([Cul]) donde GCH falle en & sii & es limite.

Estos resultados son anslogos en cuanto a la naturaleza del modelo construido: En
ambos casos es de la forma V* = (V)V", donde V* es una extensién genérica de V, y
k es el cardinal hipermedible. En V% hay montones de cardinales grandes, pero no muy

grandes, por el resultado de Solovay.
Y esto resume aproximadamente lo que se conoce con respecto al problema de los

cardinales singulares hasta la fecha. No es claro qué tipos de comportamientos globales
son vélidos (p. €j., ;La siguiente afirmacién seréd consistente Vn<w?:

Vi (25 = k")),

ni en qué cardinales singulares hay cotas para la exponencial (p. €j., comenzando con GCH
y un cardinal fuerte x, en [GiMal] se construye un modelo donde « es ahora singular, de
cofinalidad w, y 2® > . Acé, ) es cualquier cardinal preestablecido).

Hay varias preguntas similares que es necesario resolver para tener una respuesta com-

pleta al problema.
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Capitulo 0

Preliminares: Cardinales Grandes, Forcing y L

El que quiere ensanchar la esfera de la moral
debe cuidar que los resultados no puedan ser
sometidos a comprobacién.

(Friedrich Nietzsche, Aurora, (1886).)

1. Notacidn.
a) Nuestra teorfa bésica es ZFC (Zermelo-Fraenkel con eleccién), de modo que todo

b)

cardinal infinito es un aleph. Como ZFC no admite variables para clases, éstas
deben verse comq abreviaturas informales para férmulas de primer orden en el
lenguaje cuyo tinico sfmbolo no 1égico es €, L¢. Esto puede representar algunos
problemas, pues a lo largo del trabajo usualmente tendremos que vérnoslas con
clases propias que son modelos de ZFC, y con sumersiones elementales entre ellas.
Hay varios métodos estdndar de enfrentar estas dificultades, y llegado el momento
les haremos frente.

No es automético que la manipulacién informal de clases pueda formalizarse en
primer orden, quizés mediante esquemas: ZFC es suficiente para los resultados que
trabajaremos aqui, pero (como se anoté en la introduccién) en la teorfa de core
models ultimamente ha sido necesario recurrir a argumentos en légica de segundo
e incluso tercer orden, y aun no es claro cdmo formalizarlos.

Con(yp) es la afirmacién de que ¢ es consistente (de hecho, que T'U {¢} lo
es, donde T es la teorfa en consideracién —ZFC o una de sus extensiones por
cardinales grandes—). Esta es una afirmacién metamatemética, pero puede for-
malizarse dentro de la teoria. :

Las letras griegas mintisculas denotardn ordinales. Usualmente s, A, y, p seran
cardinales (infinitos a menos que se especifique algo distinto), pero cudles denotan
cardinales, o incluso ordinales limite, dependera en general del contexto. n, m
representan naturales.

ORD denota la clase de los ordinales, (Rs)a € oRD €s la enumeracién creciente de
los cardinales infinitos, wa = Na, w = wp. cf a es la cofinalidad de & y || su
cardinalidad. & es regular sii cf & = &, y singular en otro caso. Un cardinal «
es limite fuerte si p < kK = 2P < K. £<* = Sup, ¢ £°. () es la sucesién de
los beths: Jp(k) = K, Jat1(x) = 272", Jx(k) = Supycyr Ja(x) si A es limite;
Jo = Jo(w). &t es el a-ésimo cardinal sucesor de x: Si kK = Rg, entonces
kt® = Rgqo. kT = k™! La funcién exponencial es x — 2%, aunque al hablar de
exponenciacién, en general, no nos restringimos necesariamente a ésta. -

[X]* = {Y C X:]Y| = A}; si f es una funcién, y X C Domf, f*X =

{f(y):y € X}. Si, trabajando con sucesiones de cardinales (Ka)a<y tenemos

que referirnos a su producto cartesiano, lo notaremos Il e ufSa; ¥ 1O COmMoO para
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sucesiones (Aq ). de conjuntos en general, donde ser4 simplemente Il.ec, Aa- Con
cardinales, reservamos esta notacién para su producto aritmético. Asi, II o Fa =

IHQK'C'I'

De la demostracién del Teorema 1 debe ser claro qué se asume conocido de la
aritmética cardinal elemental. En diversas ocasiones nos valdremos de los resulta-
dos ahi mostrados.

d) (Va)a es la jerarquia conjuntista usual de potencias iteradas, V = |, Vq es el
universo conjuntista. Si z es un conjunto, rank(z), el rango de z, denota el minimo
atq € Vay;.

id : V 5 V es la funcién identidad (una clase propia). Si S es una clase,
ids =1id [gs.

Jerarquias como (La)a; (Ja)a 0 (La[A])s serén introducidas oportunamente.

e) En forcing seguiremos la notacién de [Kub). En particular, p < g significa que
p extiende a q. P, Q, etc., denotardn las nociones de forcing, usualmente con
subindices. 1 serd el elemento maximal del orden en consideracién, y en caso de
posible confusién lo subindicaremos. asi como a la relacién de orden propiamente
dicha, <. M4s adelante daremos una lista més detallada de las convenciones y
notacién que usaremos. '

f) Para los conceptos y notacién de teoria de modelos referimos a [ChKe]. Como
es usual, a menos que se explicite otra cosa, notaremos el universo de una es-
tructura con la misma letra que a la estructura, a veces en otro estilo (p- €.,
M = (M,(Ra)ae 1)); deberd ser claro del contexto si hacemos referencia a la
estructura o a su universo.

Las estructuras conjuntistas se supondrén dotadas de una relacién € que siempre
interpretaremos como € cuando sean transitivas.

g) Indicaremos el fin de las demostraciones mediante un cuadrado blanco: OJ. Tam-
bién usaremos este simbolo luego del enunciado, si su prueba va a omitirse. Como
usualmente las demostraciones se partirdn en una serie de lemas, para facilitar
la orientacién subindicaremos los cuadrados, indicando entre paréntesis el resul-
tado al que corresponden. “Sii” significa si y sélo si, “s.p.d.g.” es sin pérdida de
generalidad, y “t.q.” es tal(es) que. ;I

Iremos introduciendo més convenciones y notacién, segin las vayamos necesitando. En
general, serdn estdndar, y [J1] y [Ku5] deberfan bastar en caso de duda respecto a la
definicién especifica que se esté usando en cada caso.

2. Resultados Basicos. Desigualdades Elementales.
El siguiente teorema puede verse como motivacién para lo que sigue. Algunos de los
resultados ahf mostrados no serdn usados més adelante.

Teorema 1. Sea SCH la afirmacidn:
V& singular (k%) = xt + 2cf(x)),
Nétese que la igualdad se 'cumple trivialmente si k es regular.
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Suponga SCH. Entonces
a) Si k es singular, -
ok { 2 si la funcidén exponencial es eventualmente constante bajo k

(2<%)* en otro caso.
b) Si &, A son infinitos, entonces
22 si22>k
Kr={ Kk si22<kyr<cfk
kt si22<kyd>cfk.

c) [Conjetura de Tarski, Ta] [[ccgRoe = R! para todo ordinal (limite) 8 y toda
sucesidn {o¢}e<p creciente y con limite a. -

En la demostracién probaremos un tanto més de lo enunciado.
Dem: a) Comencemos con un resultado que no requiere de hipétesis adicionales.

Lema 1.
a) Si k es infinito, entonces 2" = (2<*)t*. En particular, si k es limite fuerte,
2% = kel ®, .
b) [Bukovsky-Hechler (Independientemente)] Si  es singular y la exponencial es even-
' tualmente constante bajo k, entonces 2° = 2<F,

Dem:
a) Seap=cfr, k=3, ., Ka) Ka < K para todo a. Entonces

9K — 22.,. Ka — Hzna < H2<n - (2(&)[1..

La otra desigualdad es clara.
b) Supongamos ahora que k es singular. Si la funcién exponencial (u — 2*) es
eventualmente constante debajo de k, entonces existe o, cfk < Ko < &, t.q. ~

2<% = 2%,
Entonces 2% = (2<F)T* = (2/0)cT* = 2%0 = 2<%, D1,y

Asumamos SCH.

Sea & singular. Por lo demostrado en el lema, podemos suponer que la exponencial no

es eventualmente cte. bajo k y. escribiendo x como suma de cardinales kq, como arriba,

podemos suponer que a < (< cf k) implica 2% < 2% y, como antes, ocfr < 9%0 Nétese
que 2<% = Sup, . i 2" tiene cofinalidad cf x. Entonces

oK — (2<:c)cfn i (2<n)cf(2<") i 2cf(2<") + (2<k)+ = 2cfrc + (2<lc)+ i (2<K)+

?

donde la tercera igualdad es por SCH.



Corolario 1. SCH implica que si & es singular limite fuerte, entonces 2" = k*. Ocy
b) Para «, A cardinales, lamemos (< k)* a Sup,<. p*.
Lema 2. Si k, ) son infinitos entonces
2 sik <22
a_ ) k- (<r)P sid<efr
r (< K)> sicfk <A <2* < Ky p* es eventualmente cte. bajo .

kel = en otro caso.

Dem: Si k < 2*, entonces

Si A < cf k, entonces
n»\=|'\,g|=|{f:f:,\—+n}].—_|U{f:f:,\_,§}|
£<x
<Y [P =r-Supp* = k- (< K) <K
E P<I€
Supongamos, pues, que p =cf K < ) < 2* < k.

Afirmacién. Sean k, u cardinales, k = Sup, <, Ka, los kq crecientes. Entonces
gt = Hna.
(24

Dem: Para la desigualdad no trivial basta escribir 4 como unién de 4 conjuntos disyun-
tos Aqa, o < p, de tamafio u. Nétese que, por tener tal tamafio, cada uno es cofinal en

B
Entonces

Hn,g:H Hn,gZHSupnp
‘B<p a<pf € Aq a<p B )
A D(__\f)

Sea (Ko )a<u como en la afirmacién.
Entonces £* = £#* = (J] ko) = I1x2.
Si hay un p < & t.q. (< k) = p?, s.p.d.g. p < ko, y K> =[[6d =[] p* = p** = pr =

(< r)™.
En otro caso, s.p.d.g. £} < ) para o < 8(< p). Entonces, de la afirmacién,

k= w2 = [(< R,

Ahora bien: Si p < kK y p* > & entonces k* = p». En este caso, esto claramente es
imposible, asi que Vp < & (p* < k). Luego, (< k)* = &. DOwne)



Corolario 2. [Hausdorff] (k1) = k™ - . O(ca)

Asumamos SCH.
Procedamos por induccién en x: Como antes, k* = 2* si k < 2.

Si2*<kyA<cfk,

k* = k(< k)* =kSupp* =k Sup p*
. p<K 22 <p<k

<k Sup pt =k,
22 <p<n

la desigualdad por hipétesis de induccién.

Finalmente, supongamos que 2* < k y cfx < A\. En particular, x es limite. Si p* es
eventualmente cte. bajo k, como 2* < k, si p < k es suficientemente grande, entonces
2* < py k* = (< k)* =p* y, por SCH, s* < pt < k < &*, una contradiccién. |

Luego, p* no es eventualmente cte. bajo «, y

R)‘=I€,Cf~=n++2d~=ﬁ+.

Corolario 3. SCH +— V&, A (n’\ < 2X +t). O(cay

c) Es claro que, ctimplase o no la conjetura, siempre el lado izquierdo es menor o igual
que el derecho. Nétese que (en la Afirmacién) demostramos, sin hipdtesis adicionales, la
conjetura de Tarski para el caso en que B fuera un cardinal. De hecho, para el caso en que
B tenga |B| subconjuntos disyuntos cofinales. Por tanto, el primer § para el cual hay un
contraejemplo a la conjetura, si existe, es > w; + w.

Hay otro caso en el que vale:

o TecsNe = XY para todo 3 limite.

Dem: Sea k = |B], B8 = & + a. Procedamos por induccién en a. Si @ = 0 ya esta.
Supongamos que el resultado vale para (0 y) todos los limites menores que a.

Sea v = cf a(= cf B = cf Ng), @ = Sups ¢, 4, (@s)s creciente.

Hay 2 casos: 1) o no es limite de ordinales limite. Entonces 7 = w, @ = A 4w, con A
limite (o 0), y podemos tomar as = A + 4, ¢ € w.

Entonces
161 §
Np = NZ—T—a i ( H N~+aa)
dE€y
= H Nyioss = H Ry ANk+a+s, por el corolario 2,
JEw dEw
= Nisa H Retrts = H Re, por hipétesis de induccién.
dEw £<p

2) « es limite de ordinales limite. Entonces, s.p.d.g. as es limite para todo 4.
Si Rg < 2" entonces N}sﬁl =218l y 2lAl <], ;Re < Nlﬁﬂl.
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Como k > 4 podemos entonces suponer que 2" < Rg, y estamos en la tercera o cuarta
situacién del Lema 2.
Si p* es eventualmente cte. bajo Reta,

L]

:+or o= (< Nlﬁ'i'ﬂ)n == Sup Nm+aa
i<y

= Sup H N¢, por hipétesis de induccién,

e E<ntas
< I Re < v
£<3
Por tanto, podemos asumir que N%, , = Rf‘f_,(_':"") = N], .. Entonces
Nlﬂﬁl > H NE > H Nrc-l—a.; = NZ.,.Q- D(o)
£<B dEY

La conjetura de Tarski resulta de este modo, al menos en apariencia, muy natural. Pero
no es un teorema. Sin embargo, como se deduce de SCH (como nos proponemos mostrar),
en el curso del trabajo mostraremos que su negacién implica la existencia de cardinales
grandes, y por tanto no puede probarse consistente con ZFC.

En [JSh1] se demuestra que si hay un contraejemplo, entonces hay uno con 8 = w; +w
—el minimo posible—. Seguiremos [JSh1] en nuestra demostracién de que SCH — ¢).
De hecho, mostraremos algo mis: Si la conjetura de Tarski falla, podemos hallar un « con
7> cfy=k>uw, tal que

Vi<y(Rf <R,), ¥y

Ny >RY, .

Esto obviamente contradice SCH. A partir de ahora, supongamos que la conjetura de
Tarski es falsa. Sea 8 el minimo ordinal para el que hay un contraejemplo, y sea {o¢}e<p
testiga de esto, es decir, ]

H Nge <R3, a= Héna'f, k=8| (%)
£<p

Lo primero a notar es que, s.p.d.g., {o¢ }¢ puede suponerse continua, pues puede redefinirse
en los limites, sin alterar el cardinal del producto en (%), ni el limite de la sucesién.

Lema 3. Si g, a, s son como arriba, entonces 8 = k + w, £ es no contable, y 3y <
a (N: > Na).
Dem: Por (), B no tiene |3| = x subconjuntos disyuntos cofinales. Entonces cf B <

K < B.
Si RY < Ra Vv < @, sea {as}secrp una subsucesién cofinal de {o¢}¢. Entonces KX =

IIs N5, < RFP =] Ray < I1¢ Xo, lo que contradice ().
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Sea n < B limite. Si R > Nq, s.p.d.g. n > &, y (como oy > 7, por ser {o¢}e creciente)

Rlzol > R% = RE > J] %0 > [] Ree
£<p £<n
lo que contradice la minimalidad de 3.

Como, de todos modos, Nf;é > N, para algin £ < 3, y por tanto para un segmento
cofinal de la sucesién {o¢}¢, se sigue que § = A+ w con A limite, y que el minimo de tales
o¢ es tal que £ > A.

Pero {Rs, 1€ < ko)X < £ < B} es también contraejemplo a la conjetura de Tarski.
Entonces A = k.

Finalmente, como § > w; + w, & es no contable. U3

Sea v minimo con R} > Ra. De lo mostrado en el Lema 3 se sigue que v > 0 y, por
Hausdorff, v es limite; ademds V4§ < v (Rf < R,), por minimalidad, asf que (< R,)" = R,,
y del Lema 2 se sigue que & > cfR, = cf~, de modo que R = fo", lo que implica
que también RE7Y = R5. Como {Ng, 1€ < cfyox < { < B} es un contraejemplo a la
conjetura, por minimalidad cf v = &.

Como RF7 > R, > RE > RE = R<f Y (por lo mostrado en el Lema 3), v > &.

Por ﬁltifno, [e<p Roe =_Hf<n Roe [lececntw Roe = NG, Rg = Ry, Entonces R} > Ry
Pero o = limg<gcktw o 27+ w, ¥

RESRY,, 7>cdfy=r>w, Vi<y(Rf <Ry,

como demostrabamos.
El resultado de [JShl] (x = wi) se obtiene con ayuda de la teorfa de pcf, que serd
expuesta en el capitulo 2, donde serd demostrado. ¢ty

Las consecuencias de SCH en la aritmética cardinal también restringen las posibilidades
de algunas estructuras matemdticas. Mencionamos en particular, sin demostracién:

Teorema 2. Asuma SCH. Entonces
a) [Sh6] Si p > 3, es el nimero de abiertos de un espacio Hausdorf, entonces cf p >
No. De hecho, si u < p* (lo que bajo SCH, como J; < p, equivale a cf u = No),
entonces
e, A ((+ 2P < p <),
lo que claramente contradice b) del Teorema 1.
b) [Comfort-Robertson. 1981] Sea K un grupo topoldgico. Suponga que K es Ty (y,

por tanto, Hausdorff y completamente regular) y compacto. K', un subgrupo de
K, es seudocompacto sii toda funcién continua de K’ en R es acotada. Sean m(K)
el minimo cardinal de un subgrupo denso seudocompacto de K, y w(K) el peso
de K, es decir, el minimo tamafio de una base de K.

Siw < a=w(K) y (loga)” = 2%, donde log a es el minimo & tal que 2" 2> a,
entonces

m(K) = |K]|. O(ra)

Para una demostracién de b) puede verse [Com|, donde también se muestra que si
(log @) < 2°, sin hipétesis conjuntistas adicionales se tiene que m(K) < [K].
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Def. 1. J(x) = k°*. ] es la tercera letra del alfabeto hebreo, gimel.

La primera desigualdad no trivial en la aritmética cardinal es bien conocida, y se debe
a Konig:
® Sik; <A;Vi€ I, entonces Y ; k; < IT; A O
Para una demostracién, ver [D], [Dr] o [J1]. Los siguientes son corolarios inmediatos:
o J(r) > k.
e x7 es regular.
o cf(k*) > A. Por tanto, 2* > &.
De aquf resulta que 2 > x*. Como mostraremos, Vv esperamos que sea claro de la
Introduccién, cualquier otro resultado al respecto requiere de hipétesis adicionales, o de

un estudio més cuidadoso.
Ya estamos en posicién de establecer un resultado global:

® Sif est.q Va(2® =R, 4) entonces 8 < w.

Dem: Procedamos por contradiccién, y supongamos que 3 > w es como en la hipétesis.
Consideremos el menor « t.q. a + 8 > G. Entonces 8 > o, Y o es limite pues sin € w,
n+ B =p. Sea k= Na.2. & es singular (cfx = cfa-2=cfa < k) y si § < o entonces

2NQ+7’ _ N(°+n)+ﬂ f— NQ'I‘BS

por minimalidad de a.
Se cumplen asf las condiciones del resultado de Bukovsky y Hechler (Lema 1.b)), de
modo que
2" = Rayp < Na244,

una contradiccién. g,

La funcién gimel es objeto de atencién gracias al siguiente resultado, inmediato de los
Lemas 1y 2:

e [Bukovsky] La exponenciacion estd completamente determinada por las funciones ]
y cf. D(.) :

Observacién. La mencién de la cofinalidad no es gratuita: Prikry mostré que pueden
modificarse mediante forcing las cofinalidades sin colapsar cardinales. Para esto us6 un
medible; Dodd y Jensen [DoJel,2] y Mitchell [Mi7] mostraron la equiconsistencia: si hay
un tal forcing, entonces hay (un modelo interno con) un medible (mas exactamente, Dodd
y Jensen mostraron que si » es regular y en una extensién se vuelve (limite fuerte) singular
de cofinalidad w, hay un modelo interno donde x es medible. Magidor [Ma4] y Mitchell
establecieron las hipétesis de cardinales grandes equiconsistentes con la existencia de una
extensién que cambiara la cofinalidad de x a > w; estas hipétesis son mayores que la
existencia de un medible). Es claro de momento que si la funcién  — cf () se modifica, sin
colapsar cardinales, tiene que existir al menos un inaccesible (el primer x donde la funcién
cambia), pero que en consistencia sea necesario asumir su existencia es mas exigente. En
el capitulo 1 mostraremos que un tal forcing implica la existencia de 0%, dando asi un
resultado més débil pero en esta direccién.

Las principales propiedades de la funcién ] fueron estudiadas por Jech:
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o Sea A <k t.q. cfA>cfr yk <I(A). Entonces I(k) < I(N).
Dem: J(K,) = ki~ < (J()\))crn (Acf)‘)cfh = \¢fA — J()‘) D(.)

o Si K es singular y \'* < £V < &, entonces cf (J(x)) > minimo p t.q. Y > Kk para
algin A < . En particular, si & es limite fuerte, cf(1(x)) > &.

Dem: Aunque el caso particular se sigue de inmediato del general, una prueba directa
también es ficil: Si x es limite fuerte, 2<* = k y k' * = 2%, por el Lema 1. Para el caso

general, sea k como en la hipétesis. Usemos el Lema 2:
Sea A menor que el minimo definido en la hipétesis. Entonces

£* <Ak)(< w) =X(r) -k =1(k), ¥y

(k) = (s2)F " = (k). Oy
Como corolario, obtenemos el siguiente resultado, que figura como ejercicio en [J1]:
o Si2%M < N, entonces R¥o #£ R, .
" Dem: Por Hausdorff, R}t = R,,-2% < N, asf que, por el resultado anterior, cf_(J(Nw)) >
2. O '

En el capftulo 2 mostraremos que si 2% < X,,, entonces J(N,,) es regular y menor que
N., (en particular, sucesor), lo cual es inalcanzable con el tipo de analisis que llevamos.

3. Combinatoria.

Usualmente, incluso desde la demostracién de las desigualdades de Galvin-Hajnal, hare-
mos uso de resultados bésicos de combinatoria infinita. Los recopilamos acd; la mayoria
de las demostraciones serdn omitidas.

a. Clubs:

Def. 2. Sea s un cardinal.

a) Un conjunto U C k es cerrado y no acotado en & sii lo es segiin la topologfa del
orden. En tal caso, decimos que U es un club (closed-unbounded) en .
b) S C & es estacionario en & sii SNU # () para todo U club en .

En ambos casos, si s es claro del contexto, omitiremos las palabras “en x”.

Estas nociones son triviales si cf K = w: En tal caso, toda sucesién cofinal serfa un club,
y el 1inico estacionario es & mismo.

Lema 4.

a) Supongamos que cf k > w. La interseccién de menos de cf & clubs es un club.

b) Si k es regular, la interseccién diagonal (ver abajo) de k clubs es un club.

c) [Fodor] Si k es regular, S es estacionario y f : S — Kk es regresiva (ver abajo)
entonces 3y ({a € S: f(a) =7} es estacionario). [Lq)

En [Ku5] puede verse una demostracién, o referirse al Lema 11.
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Def. 3.

a) Si (Ca)a<x €s una coleccién de subconjuntos de K, su interseccion diagonal es
Ao Cy = {,8<fc:Va<,3(,3€C,,)}.

b) Anélogamente, la unién diagonal de los C,, es

VaCo=|JCa\(a+1).

c) Sean S C k\{0}y f: S — k. Decimos que f es regresiva (en S) cuando f(a) < a
para todo a € S. )
d) Si A > w es regular, Cy es el filtro club sobre ;

C’,\={X§)\:3Y club en /\(YQX)}.

Correspondientemente, NS, es el ideal de los (subconjuntos) no estacionarios de
A
NSy ={XCA: M\ X€C()}.

Trabajaremos constantemente con filtros e ideales. Como arriba, dado un filtro hay una
manera natural de asociarle un ideal (y viceversa), de modo que, cuando se dé el caso,
saltaremos de un concepto a otro segin resulte conveniente. La intuicién usual es que los
elementos de los filtros son conjuntos grandes y los de los ideales son, por tanto, pequefios.

Def. 4. Una matriz de Ulam A x A* es una coleccién { X§ :a < A+, £ < A} de subcon-
juntos de At t.q.
a. a<ﬂ<)\+,§</\——>X§ﬂX§=0.
b. & <At — M\ Upey XE| < A

Teorema 3. [Ulam] Si I es un ideal A*-completo sobre A* que contiene todos los
singletons, hay una matriz de Ulam A x A\ con todos sus elementos fuera deI. O¢rs)

Para una prueba, ver [Ku5]. donde también se da la siguiente aplicacién, que muestra

su utilidad:
Sea S C At estacionario. I = {X C k: X NSesno estacionario} es como en el

teorema. Por tanto, todo estacionario en A\* puede particionarse en A\t estacionarios
disyuntos. Solovay mostré, con un argumento bastante mas elaborado, que esto es verdad
con cualquier regular, incluso si no es sucesor.

b. Cdlculo de Particiones.
Necesitamos también el siguiente resultado, conocido como el teorema de Erdés-Rado:

Def. 5. a« + (B8)7 <= a,3,7 € ORD,n € w, ysi f : [a]® — ~, entonces hay un
X C « de tipo de orden f, homogéneo para f, es decir, If“[}"]"l =1.

La referencia obligada para resultados respecto a esta relacién es [ErHM4Ra).
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Teorema 4. [Erdés-Rado] Vn € wVx infinito
(Bn(=)™ = (1 Oy

Para el resultado de Galvin y Hajnal no serd necesario todo el teorema; de hecho, el
caso n = 1 serd suficiente. El siguiente lema puede hallarse en [ErHM&Ra] Teorema 44.3.
Es debido a Hajnal (1960), y resuelve una conjetura de 1936.

Def. 6. Una aplicacién conjuntista en E es una funcién f : E — P(E) t.q. Vz € E (z ¢
f (:1:)) Dada f, una aplicacién conjuntista en E, decimos que H C E es libre respecto a f

sii Vz € H (H N f(z) = 0).

Lema 5. Si A < 5 y f es una aplicacién conjuntista en & t.q. Vz € & (|f(z)] < A),
entonces existe un conjunto de tamafio « libre respecto a f. U(Ls)

Def. 7. k= [} <= Vf: [c]" = p3X Cx (| X]| = AA fUX] # K)-
El pardmetro v suele suponerse un natural debido al siguiente

Teorema 5. [Erdés-Hajnal. 1966] V& > w (k - [k]}°). Esto es: si k es infinito, existe
entonces una funcién f : [k]¥ — & tal que para cualquier subconjunto X de x de tamaiio
k f4X]¥ = k. Una funcidn testigo de esto se dice w-Jénsson para .

Para una demostracién, ver [ErHméRa] Teorema 55.2, [K] o [KReSo]. Nosotros sélo
requerimos de un caso particular: x singular limite fuerte de cofinalidad w. En este caso,

[Ku3] trae una demostracién muy sencilla:

Dem: [Kunen] (k > cfx = w, k limite fuerte). Nétese que ¥ = 2" = &", asi que
hay una enumeracién (1-1) ((4a,€a):a < 2) de [k]* x k. Por induccién, escbjase sa €
[Aa]® \{s5:8 < a},ysea F t.q. F(sa) = £a.

Tenemos que verificar que cada vez que A € [k]*, F“[A]* = k. Pero esto es obvio,
pues A aparece listado x veces, una por cada elemento de k, y si A = Ap, entonces

£ﬁ (=} F“[A]w. D(TS)
c. Sistemas A.

Def. 8. Una familia A es un sistema A, o una familia cuasidisyunta de conjuntos sii
IrVa,be A(a£b—anb=r).

El 7 de arriba es la raiz del sistema A.

Lema 6. Sean § = cff >k > w con YA < § (A<F < ). Si |A]| >0 yVz € A(|z| < &),
hay un B C A con |B| = 0 que es un sistema A. [O(Lg)

Para una demostracién, ver [Ku5].
Este resultado, el lema del sistema A, es muy 1til en forcing porque permite establecer

condiciones de cadena.
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4. Cardinales Grandes.

Los cardinales grandes, aunque pueden aparecer de manera natural en diversos con-
textos, trascienden ZFC. Ya con los (debilmente) inaccesible no puede demostrarse su
existencia. Asumimos que la teorfa de cardinales grandes es conocida en sus primeros
niveles. [Bo] y [Dr] son buenas introducciones al tema de cardinales grandes en general,
y [J1] también los estudia con cuidado; nuestras referencias usuales serdn (K], [KMa], y
el excelente articulo [KReSo]. Otro articulo inspirador es [KeTa], aunque la diferencia de
notacién podria representar al comienzo un problema.

Hay varias motivaciones para estudiar cardinales grandes. Por supuesto, est4 su interés
intrinseco, y en nuestro caso hay otra razén, que resulta muy importante: Siguiendo a
[Wo], dada una sentencia ¢, sean Tyrc la coleccién de teoremas de teorfa de nimeros
deducibles a partir de ZFC y T,, la de tales teoremas deducibles a partir de ZFCU {¢p}. Es
un resultado empirico que para cualquier proposicién ¢ o bien T, = Tzpc o bien T, = Ty,
donde ¢ es una hipétesis de cardinales grandes (h.c.g.), intuitivamente, una proposicién
que afirma (o implica) la existencia de ciertos cardinales que trascienden, en algiin sentido,
los cardinales menores, y proveen de estructura adicional al universo.

Para las h.c.g., el orden natural de los Ty (por contenencia) coincide con el orden de
consistencia: Ty, C Ty, <= (Con(¢) — Con(e; )). Asi que, al menos hasta ahora,
las h.c.g. son el patrén natural con quien comparar una proposicién bajo estudio, en
consistencia relativa.

Qué tan ‘independiente’ de ZFC resulte una afirmacién depende de qué tan lejos de-
bamos ir en el orden C de los Ty hasta encontrar una hipétesis equiconsistente. Nada
garantiza a priori que esto sea posible, pero as{ ha resultado para las preguntas que se han
considerado en teorfa de conjuntos hasta el momento. En particular, las h.c.g. han jugado
un papel fundamental en el estudio del problema de los cardinales singulares.

Algunas consideraciones o principios intuitivos son convenientes antes de pasar a mirar
las hipétesis en si. El articulo [KReSo] presenta 4:

Generalizacidon: Se espera que los cardinales grandes compartan propiedades de w o
cardinales menores. Asi pueden motivarse medibilidad, compacidad fuerte, e incluso su-
percompacidad.

Reflezion: La idea es que la clase ORD de los ordinales es ‘indescribible’,.de modo que
cualquier propiedad que posea deber{a poseerla ya algin ordinal. Esta fue la directriz qye
siguié Reinhardt para introducir extendibilidad.

Semejanza: Similar al anterior; se espera que los V', eventualmente comiencen a ‘pare-
cerse’ entre si. ’ i

Restriccion: Kunen estableci6 una cota superior en las h.c.g., mostrando que un princi-
pio introducido por Reinhardt era inconsistente. Pero restringiendo este principio pueden
encontrarse propiedades aun interesantes. Con esta idea también pueden motivarse los
cardinales fuertes e hipermedibles.

Maddy [M1,2] analiza los axiomas usuales de ZF C, determinancia y las h.c.g. a la
luz de estos y otros principios, que ella llama uniformidad (‘las situaciones interesantes
deben presentarse una y otra vez’), realismo, etc. Su lectura. puede proveer de intuiciones
apropiadas para trabajar con los cardinales que hallaremos en un momento.

No es nuestra intencién discutir si estos cardinales ‘realmente’ existen o no. Ellos proveen
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de estructura al universo y estén tan ligados al problema que consideramos que formularnos
tal pregunta no parece muy lejano de cuestionarnos si hay o no conjuntos. Deberia bastar
que las h.c.g. son proposiciones interesantes, y por tanto dignas de estudio.

Def. 9. Sea trcl(z) la clausura transitiva de z (el minimo conjunto transitivo que
contiene a z). Si k es infinito,

H, ={z:|trcl(z)] < x}.

Lema 7. H, es un conjunto.

Dem: De hecho, Hy CV: Siz € Hy, y =trcl(z) y a = rank(z) = {rank(w):w € y },
le] <yl < k. Oy

Es fécil ver que H, = V, sii (k = w o) k es fuertemente inaccesible.

Teorema 6. Sea x regular > w.
(1) (Hx,€) = ZFC~ (ZFC sin partes).
(2) (Hg,€) |= ZFC sii & es inaccesible.
Es decir, la relativizacién a H,. de cada axioma de ZFC™ (o ZFC) vale.

Dem: (1) es ficil. Comprensién vale porque si z € H, entonces P(z) C H,. Excepto
por remplazo o eleccién, ningiin axioma presenta problema. M4s adelante daremos una
demostracién andloga, que puede adaptarse sin dificultad (Teorema 11). Para remplazo.
basta notar que z € H, «— z C H A |z| < & —por regularidad—. Para eleccién,
obsérvese que si z € He y R es un buen orden de z, R € H, y (Hy,€) = R es un buen
orden de z.

(2) Partes vale en H, sii z € H, implica P(z) € H,. Si k es inaccesible esto ocurre,
perosinoloes,y A<k <2} Ny P(A) son un contraejemplo. Dyrg)

a. Cardinales Medibles.

Def. 10. Un cardinal ¥ > w es medible sii existe un ultrafiltro no principal x-completo
sobre k. |

Nos referiremos a tales ultrafiltros como medidas (lo son: Si U es un ultrafiltro -
completo no principal, definiendo & : P(k) — 2 por X — xy(X), 4 es una medida
bivaluada no atémica k-completa en P(x)). Los cardinales medibles son grandes. Antes
de explorar qué tan grandes, podemos comenzar estableciendo:

Teorema 7. [Tarski-Ulam] Si k es medible, entonces es inaccesible.

Dem: Claramente s es regular. Si k es sucesor, K = AT, consideremos una matriz de
Ulam A x At {X§:a < A+, £ < A} (def. 4). Sea U una medida sobre . Yo < AT 3¢ <
A (X§ € U), pues |2\ Ue<a X8| < Ay U es A*-completa. Por regularidad, hay un £ < A
t.q. X§ € U para At valores de . Esto es una contradiccién, pues X¢ NXE=0sia =2 f6

Entonces  es limite. Sea p < k. Basta ver que U es (2°)*-completa, as{ que sea
{Xs:f € P2} C P(x) t.q UsXs € U. Seah: X = 2 tq. @ < p implica ¥, =
Uf(a)=h(a) Xf €U. Entonces Xy =, Yo €. Oy
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Pasaron 30 afios entre su definicién, debida a Ulam, y los trabajos de Scott. Hasta
entonces no se habia podido determinar si el primer medible era mayor que el primer
inaccesible.

a.a. Sumersiones Elementales.

Def. 11. M es un modelo interno (para T D ZF) sii es una clase transitiva modelo de
T que contiene todos los ordinales.

Esta definicién requiere un nimero infinito de cliusulas: una por cada axioma de 7.
Reducirlo a una férmula requiere algo de trabajo, y volveremos a esto en un momento.

N denota la coleccién de naturales de la metateorfa. Usualmente, mediante una godeliza-
cién, resultados respecto a N (establecidos en la metateorfa) pueden probarse respecto a w
en ZFC aunque, por los teoremas de incompletitud de Gédel y el teorema de indefinibilidad
de la verdad de Tarski, hay excepciones.

Def. 12. Sea £ O L¢ un lenguaje de primer orden. La jerarquia de Levy de férmulas
de £ se define por induccién en la metateorfa:

a. ¢ es Xg = Ilp = Ap sii es 16gicamente equivalente a una férmula con todos sus
cuantificadores acotados.

b. ¢ es II, sii es l6gicamente equivalente a una férmula de la forma —1 con v %,,.

c. A,=II,NXZ,.

d. ¢ es X,4; sii es légicamente equivalente a una férmula de la forma 3zo . .. Iz, ¥,
con ¥ II,,. s

e. Sea T una teorfa. p es BT (ITT, AT) sii T+ ¢ > 4, donde 9 es T, (II,, Ay).

Esta definicién es formalizable sin problema.
Lema 8. Si ¢ es ©ZF (II2F ) también lo son 3z €y y Yz € yp. iy

Muchos conceptos importantes son expresables en los primeros niveles de la jerarquia.
Asumimos conocidos los resultados al respecto de [Ku5], cdp. IV. Especificamente, las
definiciones de relativizacién, de preservacién hacia arriba o hacia abajo de una férmula ¢
respecto a 2 clases transitivas M y N, M C N, de férmula absoluta respecto a 2 clases, y

el siguiente

Teorema 8. Toda férmula £2F se preserva hacia arriba y toda ITZF lo hace hacia abajo.
Por tanto, las férmulas A%F son absolutas para modelos transitivos de ZF. Las férmulas

3o son absolutas para mode]os transitivos. Ogrg)

Por un modelo transitivo entenderemos por defecto una estructura de la forma (M, €)
—M puede ser una clase propia. En tal caso, hablamos de una clase que represente este
‘pal.,__

Para conjuntos puede definirse la relacién de satisfaccién |= por medio de una férmula
AZF (Seccién 1.9 de [D]), Para clases transitivas, en general, esto no es posible por el
teorema de Tarski sobre indefinibilidad de la verdad. Pero puede definirse, por induccién
en N, una relacién de satisfaccién =%, para M fija y n € N dado. =%, es la relacién de
satisfaccién para férmulas X,. Ver [K] para detalles.

Los siguientes 2 resultados son bdsicos:
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Teorema 9. [del Colapso de Mostowski] Sea M una clase t.q. hay una relacidn (una
clase) R con R [y bien fundamentada, extensional (si ¢ es el axioma de extensionalidad,
oM:R)) 3 como-conjuntista (set-like: Yz € M Jy (y={z€ M:zRz})).

Entonces hay un inico N transitivo, y un inico isomorfismo & : (M, R) — (N, €).

Dem: Defina ® por R [pm-induccién: ®(z) = {®(y):y € M AyRz}, y sea N =
Ran ®. D(Tg)

Para detalles, ver [Ku5], cap. III. Esto serd fundamental al trabajar con ultrapotencias.

Teorema 10. [Reflexién] Sea M una clase. Supongamos que hay una sucesién de con-
Jjuntos (Ma)a e orp C-creciente, continua, y que tiende a M. Entonces, para cualesquiera

formulas ¢1,...,¥n,

VYa3B8 > a(pi,-..,pn son absolutas para Mg, M). [(Ti0)

Este teorema (debido a Montague) se prueba con una argumento de tipo Skolem. Una
vez més, [Ku5|, cdp. IV provee los detalles. Su importancia radica, ademds de su utili-
dad técnica, en que provee una justificacién intuitiva para diversos axiomas de cardinales
grandes. Nétese que, como corolario, si T O ZF es consistente, entonces no es finitamente

axiomatizable.

Lema 9. [Levy] Sip(z,7) esZi, k> wy b € H, entonces, si dzp(z, g], hayuna € Hy
con

Hy = ‘P[aai’]'

Dem: Sea ¢ = 3Zy(z,7,7) con ¥ Ag. Si x(u,y) = Iz € vw3IZ € u(z,7,2), x es o
Y X ¥ % son equivalentes (sin usar el axioma de partes). Ademds, si x[c,l;] para c € Hy,
entonces Hy |= x[c, 8], y hay un a € H, con Hy |= ¢la, b).

Asi que podemos suponer, s.p.d.g., que  es Xp. Es ficil ver que tampoco hay tal
pérdida en suponer que x es sucesor, as{ que sean A t.q. &K = At, by,...,b, € He y a
t.q. @[a,b]. Por reflexién, sea o t.q. a,b € Vo y 9¥e[a,b]. Asf, (Va,€) = ola,b]. Por
Léwenheim-Skolem, podemos hallar (y, €) < (Va, €) con tr cl({l-;}) U{a} Cuy, lyl < A. Por
Mostowski, existen ¥y’ transitivo y un isomorfismo 7 : y —+ g/, tinicos. Como trcl(b;) Cy
(t £ 1), 7 Tere(ss)= iderci(s;), asi que (y', €) = (,a['n'(a),l_;]. Como ¢ es Ly, es absoluta para
modelos transitivos. Como [y’| < A, [trcl(y)| < A, asf que y' (y por tanto 7(a)) estd en
H,. D(Lg)

Como la relacién de satisfaccién para conjuntos es definible y A%F, tiene sentido hablar
de
def(z) := {y C z:y es definible sobre (z, €) }.

Def. 13. Inn(z) = z es transitivo A Va(def(z N'V,) C z).
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Teorema 11. M es un modelo interno de ZF sii Inn(M).

Dem: .+ Por induccién en o, a € def(M N V,aq), luego ORD C M. Asf mismo,
{MNV,=V¥:0 € ORD} C M, y def(VM) es transitivo Ve

Para cada ¢ axioma de ZF mostremos ¢

a. Extensionalidad. Se sigue de que M es tra.ns1t1va.

b. Unidn. Sea z E M. y =z € M pues es definible y def(VM) es transitivo. Es facil

ver que y = (| a:)

c. Infinito. w € M

d. Fundamentacién. M es transitiva.

e. Partes. Sean ¢ € M, y = P(z). Tenemos que mostrar que y € M: Sea 8
suficientemente grande para que y C V},}'I Entonces y = {z € VM VM EFEzCz} €
def(VAT).

f. Pa.res Por e.

g. Comprensién. Sean ¢(Z) una férmula, y a, be M , digamos, a,b € VM Por reflexién,
existe 8 > o t.q.

Vi€ Vi (¢V% (7) & o™(@).

Seaz={ye V) :V¥ (py,0) Ay €a)} e def(V!). Pero

z={y€aip’s (y,5)} ={y € azpM(y.5)}.

h. Remplazo. Sea ga(a:,y,z 7) una férmula, y sean a,b € M. Supongamos que Vz €
adly € MgoM(a:,y,a,b) Queremos hallar un ¢ € M t.q. Vz € aEIy € cgoM(:z:,y,a,b)

Como antes, podemos hallar o suficientemente gra.nde t.q. a,b € vM ,{yeM:3z €
apM(z,y,a,b)} C VM wa,yEV%( M(z,y,a,8) & V= (2,y,0,5)).

Entonces ¢ = {y €EVM: 3z cap’a (a:,y, a, b)} sirve.

'—. Supongamos que M es un modelo interno. Por induccién, es ficil ver que

Vo (def(Vy') C M),

usando comprensién y partes en M, ya que def(z) es absoluta para M,V por ser AZF
(Desde ahora, si ¢ es absoluta para M,V, se suprimir4 la mencién a V). C¢ran)

Esto no provee una axiomatizacién finita de ZF, pues la equivalencia se demostré con

ayuda de todos los axiomas de ZF.
El teorema nos permite, mediante un rodeo, dar la siguiente deﬁnjcién, sin necesidad

de definir |=p:
Def. 14. j es una sumersidn elemental entre Mg y My, 7 : Mo —+ M; sii

Vn € Nj: My = M; es una sumersién X,-elemental,
i.e., sii dados z1,...,2m € Mp y ¢ Z,,
Mo = o[f] <= My = oli(@)].
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(Acd, y en lo que sigue, ¢[j(Z)] es ¢[j(z1),...,5(zm)], etc.. ¥ no siempre distinguiremos
entre ¢(z) y p[z]).

Para poder realizar la definicién en la teoria, apelamos al siguiente teorema, de modo
que ser sumersion elemental (entre modelos internos) es ser £;-elemental.

Teorema 12. Sean My, M; modelos internos, j : Mg — M; X;-elemental. Entonces
Vn € N j es X,-elemental.

Dem: Por induccién en la metateorfa. Supongamos el resultado demostrado para n, y
sea ¢ Ypt1, d.lgamos e = 3T Y(Z,7), 1/) II,. Sea b una tupla de M.

Si My = [B] entonces Mg |= [, B] para alguna tupla @ de elementos de M, (infor-
malmente, diremos @ € My). Entonces, por hipétesis de induccién,

My = 9[5(@), i (B)].

Luego, My = ¢li (B ; ; |
Reciprocamente, supongamos M; = ¢[j(b)] para alguna tupla b € My, esto es M; =
¢[&', j(b)] para alguna tupla ¢ en M;. Es ficil ver que ser ordinal es absoluto, y por tanto
si @ € My es ordinal, j(a) € M; también lo es. Ademds, por induccién, j(a) > a.
Como M; = J, VM C |, VJ(Q) U, j(VMe) C M, podemos tomar o € My t.q.

M |
CE Viiay

M | 35 € Vi) (412, 5(B)]).
Pero la férmula anotada es £, (y = V. es IIZF), asf que por hipétesis de induccién

Mo EIZT eV, (1/)[:2',5]), y en particular My = cp[g] O(ri2)

Supondremos siempre que una sumersién elemental es no trivial (i.e., no es la identidad).

Teorema 13. Sean My, M; modelos internos: Si j : Mg =t My (M C Mo
Mo |= AC) entonces 36 (§(6) > 6).

Dem: Supongamos M; C Mp. Sea z de rango minimo con j(z) # z. Sea § = rank(z).
Jj(8) > 6, asf que supongamos que j(§) = 4. Si y € z, j(y) = y por minimalidad, y
Jj(y) € j(z) por elementaridad. Entonces z C j(z). Luego, hay un y € j(z) \ z, ¥
rank(y) < rank(j(z)) = j(rank(z)) = j(§) = 6. Por minimalidad de 4, de nuevo, y = j(y).
Entonces, de j(y) € j(z), se sigue que y € z, una contradiccién.

Este caso basta por lo general, pero en el marco de core models y ultrapotencias iteradas
no es suficiente (i.e., puede ser que My & Mp).

Por eso, supongamos ahora que Mg = AC. Sean 2 € My ¥ y la clausura transitiva de
{z} (€ Mo). Sea ™ € My una biyeccién entre o y y. Sea E = {(3,7) € a x a:7(f) €
m(v) }. Por contradiccién, si j [orp= idorp, €l argumento de arriba establece que todo
subconjunto de ordinales es dejado fijo por j, y por tanto también E.

Como FE es bien fundamentado en « (i.e., esto vale en V, por tanto en My, por tanto en
- M), al serlo 77 (E) =€|4xa €n y, por el teorema del colapso de Mostowski hay en M; un
isomorfismo 7’ : (@, E) — (z, €), z transitivo. 7’ es isomorfismo también en V, asf que por
unicidad 7’ = 7, z = y. Luego, j(z) = z, al ser z definible (V= € y(z = z Vrankz < z)).
Por ser z arbitrario, j es la identidad, una contradiccién.. [l(3)
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Def. 15. Dada j : Mg —+ M; como en el teorema, crit(j) = min{d:7(8) > 6 }.

a.f.

Ultrapotencias.

Asumimos conocida la teorfa de modelos bésica de ultraproductos, ver [ChKe], en partic-
ular el lema de Loz. Listaremos las definiciones, porque la construccién que consideraremos
aqui permite incluir clases propias.

Def. 186.

a)

b)

Sea U un ultrafiltro sobre I, un conjunto, y sea (Mi)ier una sucesién de 7-
estructuras, para algin tipo 7 (Si las M; son clases propias, siempre que tengamos
una sucesién asf la supondremos una sola clase que las codifica apropiadamente).
Supongamos que los M; son conjuntos.

Para ¢(z1,...,2,) una férmula, decimos que ¢(fi,..., fn)U-c.s. (U-casi siem-
pre), donde f,..., fa € []; Mi sii {i: M; = o(f1(3),- .., fa(5)) Yeu (Este es un
esquema de definicién, i.e., una definicién por cada ¢, por los comentarios hechos
previamente sobre la no definibilidad dé }=; nétese que implicitamente se supone
dada la sucesién (M;);). En particular, f =y g sii f = gU-c.s. Notacién simi-
lar, que deberia resultar autoexplicativa, serd usada cuando resulte conveniente,
incluso omitiendo ¥ si es claro del contexto.

El ultraproducto de las (M;);, A" = []; M;/U, es la T-estructura de universo
IT; Mi/U = {fa: f € []; M; }, donde . fo = {g € [[, M;: f =u g }. Las relaciones,
funciones y ctes. de 7 se definen andlogamente. Por ejemplo, si R es un simbolo
de relacién n-aria en T,

BN = {(fisy-. ., ofn) t R(fry - -, Fa) U-cs. }.

Es fécil ver que las relaciones (funciones) no dependen de los representantes de
las clases L1 de equivalencia, escogidos. La construccién no requiere que U sea un
ultrafiltro. En el caso general (i un filtro o, por dualidad, un ideal), no hablamos
de ultraproductos sino de productos reducidos.

Si los M; son todos iguales (a M), A se escribe MI/L(, y se dice due es una
ultrapotencia.

Sean M una clase propia y ¥ un ultrafilto sobre un conjunto I. No podemos‘

definir M! /U como antes, pues los Lfa son clases propias.
Asi, variamos ahora nuestra definicién de .fu, siguiendo a Scott [S]:

Ja={ge M:f=ygnVhe M(f=yh-srankg < rankh) }.

Es decir, truncamos el antiguo .f1 en el mfnimo V, con quien tenga interseccién
no vacfa. El resto de la definicién procede como antes.

Hay una inmersién natural de M en M!/U:

M:ITHCr =1 Za.

Que 7 es, de hecho, una sumersién elemental, est4 contenido en el siguiente
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Lema 10. [Loz] Sean U un ultrafiltro sobre I, ¢(z1,...,z,) una férmula en el lenguaje
de tipo 7, (M;)ier una sucesion de T-estructuras, y fi,..., fn € [[; Mi.
a’) H M; '=(P('-f1—') Lf"—') =>(P(f1a 7fn)u -C.S.

'b) Si ¢ es una sentenc1a, [IiMiep<= {i:MiEp}elU. En pa.rt1cu1a.r en el
caso de una ultrapotencia, siempre tenemos equivalencia elemental. [110)

(Ver [ChKe] o [Jel]). La demostracién es por induccién es férmulas, y el trabajar con
clases propias no introduce ningtin problema de consideracién.

Corolario 4. Si U es un ultrafiltro sobre I y 7 : M — MTJU es la inmersién natural,
7 es sumersion elemental. [ca)

Teorema 14. Sean x medible y U una medida sobre k. Entonces V* /U (visto como
una estructura (M, E)) es bien fundamentado, extensional y como conjuntista.

Dem: Por k-completitud (de hecho, basta que U sea w;-completa, y puede mostrarse que
esta condicién es necesaria): Procedamos por contradiccién, y sea (upn1)n E-decreciente.

Sea Ap, = {a < k:pa(a) € pnt1{a)}. Como Vn (A4, € U) ), An # 0 (de hecho, estd
en U), pero cualquier « en tal interseccién origina una sucesién €-decreciente de ordinales:
(S"n(a))n'

La extensionalidad de F es por definicién, y claramente es como conjuntista pues Lf1Ei g
implica rank. fi < rankigi. O114)

Por tanto, hay una tinica clase M transitiva que es isomorfa a V*/U. Dicha clase se
denotard Ult(V,U). Sean i : V*/U — Ult(V,U) este isomorfismo, w : V = V*/U la
inmersién natural, y j =io0om. j:V = Ult(V,U) es la sumersién elemental asociada
a U. Ult(V,U) es un modelo interno, de modo que hay un primer ordinal que j mueve
(a menos, claro, que j sea la identidad). Si f € *V, sea [f] = i#(ufu). Si hay posibilidad
de confusién respecto al ultrafiltro con que estemos trabajando, subindicaremos con él la
sumersién o las clases de equivalencia involucradas: [f] = [flu, j(a) = ju(e).

Teorema 15.
a. critj = k.
b. =UL(V,U) C Ul(V,U).
c. U ¢ Ult(V,U).
d. 2¢ < (21:)Ult(V,Ll) < J(I‘-‘,) < (2n)+‘

Dem: Sea M = Ult(V,U).

a. Procedamos por induccién. Supongamos que V8 < a < & (5(8) = B), y que j(a) >
a. Entonces, si [f] = o, {B#:f(8) < a} € U. Por k-completitud, hay un v < a con
{B:f(B) =~} €U. Entonces [f] = j(y) = v, una contradiccién. Luego, crit(j) 2 &.

Como id,, la funcién identidad restringida a &, satisface k < [ids] < J(K,) (Va <
k{B:a <idg(B) < k} € U), tenemos lo querido.

b. Mostremos que si 7z € M y y C M es t.q. |[y| < |z|, entonces y € M. Esto basta,
pues j“k = k € M. Sea y = {[f:]}:e=z C M. Basta ver que h E M, donde h € I*"y es la
funcién z — [f.], es decir, tenemos que hallar una F' t.q. [F] =
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Sea f t.q. {f] = j“z, y definamos, para @ € k y z € f(a), DomF(a) = f(a), y
F(a)(z) = f:(c), si esto tiene sentido, o arbitrario si no. Como i(z) € [f] (z € z),
z € f(a) para casi todo o, de modo que esta F es como se buscaba.

c. Supongamos que Y € M, y sea g : "k — J(r) la funcién sobreyectiva g(f) = [f].
Como "r,U € M, g € M, asf que (|j(x)| < (2"))M. Esto es una contradiccién, pues
k < j(k) y j(x) es inaccesible en M.

d. Por b., P(x) = PM(x), luego 2% < (2°)M < J(x). La primera desigualdad porque
M C 'V, y la segunda porque j(«) es inaccesible en M. Por tltimo, ([7(k)] < 2%)V. O¢ti15)

Hay un reciproco a la primera afirmacién del teorema anterior:

Teorema 16.
a) Sij:V =3 M entonces crit(j) = & es medible, como U = {X C k:x € j(X)}
atestigua. :
b) Ademds, hay una sumersién natural k : Ul(V,U) =5 M que completa el dia-
grama (jy es la sumersidn asociada con U):

Dem: a) Es fécil ver que U/ es un ultrafiltro, obviamente no principal, y que Kk > w es un
cardinal regular. Esto tltimo pues j(0) = 0, j(a+1) = J(a)+1 —y por tanto & es ordinal
limite—, asf que por induccién j(n) =nsin <w, y j (w) = w por ser w definible. Nétese
que si @ < K, Xo = £\ a € U, asf que si cf k < k hay una sucesién 8, — & (a < cfk),y
de @ =), X5, se sigue que

K€ ﬂ i(Xs,) = ﬂ J'(X)j(a)a=j<ﬂX¢sa)=J'(0)=0,

a<lcf a<j(cf &)

una contradiccién.
k-completitud se demuestra andlogamente.

b) Para [f] € Ult(V,U) sea k([f]) = j(f)(x). Esto tiene sentido pues Dom j(f) = j(»),
asf que j(f) puede evaluarse en x. Supongamos que [f] = [g]. Entonces {a<k:f(a) =
9(e)} € U, que por definicién implica £ € {a < j(x):j(f(a)) = j(g(a))}. Luego,
3(F) (&) = j(g)(x).

k es elemental, pues si ¢ es una férmula y UL(V,U) = o([fi], .. , [fa]), entonces
{azp(fi(a),..., fal@) } ={a<r:VE e(fi(a),...,fala)) } € U.
Luego, & € {a < j(x): M k= o (j(fi(a)),.... . i(fa(a))) }. ¥ por tanto
M = p(kLf).. - BLfa)).
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Finalmente, j factoriza como se indica pues si z € V, ju(z) = [c]. Asf,
ko ju(z) = klcs] = j(es)(x) = j(z),

pues j(cz) es la funcién de dominio j(x) identicamente j(z). O(t16)

Debe notarse que éste es un esquema: un teorema por cada j. En el mismo sentido
debe verse el segundo parrafo de la demostracién de la parte b).

Aqui hemos encontrado 2 motivaciones claras y relacionadas entre sf para utilizar sumer-
siones elementales en la definicién de cardinales grandes: x es medible sii es el punto critico
de una sumersién elemental. Si a ésta se le exigen propiedades adicionales, k deberfa ser
mas grande.

Por ejemplo, por induccién es ficil ver que si j : V =5 Ult(V,U) con crit(j) = &,
entonces V11 € Ult(V,U). Dehecho, j Iv, =idy,, Vord"™ = V. y; y (5+) UV = g+,
Ademds, " Ult(V,U) C Ult(V,U), pero la afirmacién correspondiente con «t es falsa, o
k < j(x) pero j(x) < (2%)*.

Dos generalizaciones naturales para j : V — M pueden ser

(1) Hacer j(x) arbitrariamente grande (dado A, hallar j con j(k) > )).

(2) Hacer M suficientemente ancho (dado A, hallar j con rango M tal que *M C M).
Ademids, puede aumentarse el rango donde j es la identidad. Intuitivamente, los modelos
internos son ‘delgados’, evitando asf la presencia de conjuntos patolégicos o muy ‘comple-
jos’, de modo que tienen una teoria que puede entenderse relativamente bien y permite a
la vez entender mejor la estructura de V mismo. Volveremos a estas ideas més adelante.

Mencionemos ahora una aplicacién, relacionada con el tamafio de los medibles: Si &
es medible, es el x-ésimo inaccesible: Sea j como arriba. Nétese que si C es club en
&, j(C) lo es en j(k), pero C C j(C), asf que & € j(C). Tomando C = C, = {) <
K:A > o es limite fuerte}, R = {A < x:) es regular}, & € j(R) N j(Ca) = j(RN Cy).
Entonces RN C, # 0, y por tanto los inaccesibles son cofinales en .

Teorema 17. Sean x medible, U una medida sobre k y j : V =% M = Ult(V,U) la
sumersion asociada.
a. Si\ eslimite, cf A = k, §(A) > lima<a j(@). Sicf X # k, entonces j(A) = lim, j().
b. Si A > « es limite fuerte, cf A # &, entonces j(A) = . Sicf) =&, 2* < j()).
c. Sea (R],)o la sucesién de puntos fijos de la funcién R. Si, por ejemplo, A = N

o

es Iimite fuerte, 2* < N22~)+.

Dem: a. El problema siempre es determinar si hay una funcién f : & = ) con
lima<a j(@) < [f] < §(A). SicfX = &, sea (\), una k-sucesién creciente y cofinal en
A. Tomemos f: a— A,.

SicfA > s, toda f: kK = X esacotada. SicfA <Ky f:x — A para casi todo v

f(7) < B para algiin 8 < ), por k-completitud.
b. Si @ < A, j(a) < A pues |j(a)| < |*a| < A por hipétesis, ya que todo ordinal <D (a)
es representable por un elemento de "c. Si cf A # &, entonces A > lima<y j(@) = j(A) > ).
Si cf A = &, como A es limite fuerte, 2* = A% = A\* < (A*)M porque *M C M. Pero
(A)M < (M)M y 5(X) es limite fuerte en M, asf que (A(¥) <j(/\))M.
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c. El resultado se sigue de b. porque j(A) = j(Ni,,) = (N;(K)_*_j(n))M <N i <
N/ a
(25)+- (T17)

a.7. Ulirafiltros Normales.

Def. 17. Un filtro U sobre k es normal sii es cerrado bajo intersecciones diagonales de
tamafio k. Si U es un ultrafiltro, esto equivale a decir que cada vez que la unién diagonal
de una k-sucesién de subconjuntos de k estd en U algin elemento de la sucesién esta.

Lema 11. Seal/ una medida sobre x. Sean j : V —» Ult(V,U) la sumersidn asociada,
y M = Ult(V,U). Son equivalentes:

a) U es normal.
b) Si f es regresiva U-c.s., 3y < k (f(a) = v para casi todo a).
c) En M k = [id,].
d U={X Ckr:eejX)}
Ademads, en caso de que U sea normal,
a. M={j(f)(k):fe"V}.
b. En el Teorema 16, si M = Ult(V, D) para D una medida normal sobre k, entonces
U =7D y k es la identidad.

Asf, los ultrafiltros normales brindan informacién adicional sobre el modelo interno
asociado con las sumersiones que generan.

Dem: a) — b). Primero, como en la demostracién usual del lema de Fodor, si U es
normal y f~?({a}) no intersecta a todos los elementos de ¥ para ningin o < k, donde
f: X — K es regresiva (X € /), entonces &\ f~1({a}) €U, y

Xn Aa(fc \ f'({e})) =0, una contradiccién.

Entonces f~1({a}) intersecta a todos los elementos de U, para algiin @ < k, lo que implica
trivialmente que pertenece a Y.

b) = ¢). Si &k < [id«] ¥ [f] = &, f(@) < a para casi todo @, y por tanto [f] = B para
algin § < k, contradiccién.

c)>d). SeaXCh. XeU{B:feX}el & {B:ide(B) € X} EU ¢ [ids] €
J(X) & s € §(X).

d) — a). Supongamos que los X; son subconjuntos de &, y que g, Xe \ (€ + 1) el.
Entonces & € j (Ugen X \ (€4 1)) = Upeyo 406 \ G(E) + 1)

Pero & € j(£) sii & < &, asi que

ke |Ji@X)e = i(Xe)-

£<s £<k
Entonces hay un £ < & con & € j(X¢), es decir, con Xz € Y.
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Supongamos ahora que U es normal. Si z € M, z = [f] para alguna f € *V. Entonces
f]g]]‘)(n) = j(f)([idx]). Pero obviamente {a: f oids(a) = f(a)} € U, asf que J(H)([idg]) =

Ademss, si en el Teorema 16 D es normalen k y M = Ult(V,D), U = {X C k:x €
I(X)} =D,y kl[fl =3(f)(x) =[f]l. Oy
La utilidad de este resultado radica en el siguiente hecho:

Corolario 5. Si k es medible, hay una medida normal sobre k.

Dem: Sea x medible con j : V =3 M un testigo. U = {X C k:x € J(X)} es
normal. D(C5)

Como aplicacién, casi todos los cardinales < & son inaccesibles, Mahlo, etc. (x es Mahlo
sii { @ < k:a es inaccesible } es estacionario), pues si I es normal en x,

Ult(V,U) = [idk] es inaccesible,

asf que los inaccesibles tienen medida 1. k es Mahlo, pues (razonando como luego del
Teorema 16) si C' es club en kK y X = {& < x:a es inaccesible}, k € j(X) N j(C) =
J(XNnC), de modo que X N C # .

Luego, Ult(V,U) [= [id«] es Mahlo, y los Mahlos bajo x tienen medida 1. Entonces
es 2-Mahlo (los Mahlos son estacionarios en &), 3-Mahlo, ... De hecho, x es x-Mahlo
(a-Mahlo para todo @ < k). Estos son argumentos de tipo reflexién: Como x tiene
la propiedad P, muchos cardinales bajo s deben tenerla. Por ejemplo, toda propiedad
(de cardinales grandes) que se preserve hacia abajo. Este proceso, claro estd, tiene
un limite: & no necesariamente es medible en Ult(V,%). Incluso, Solovay mostré que
V& medible 3 normal en & ({ @ < k£t no es medible } € ).

El siguiente resultado es puramente combinatorio y serd usado en el préximo capitulo
al trabajar con forcing de Prikry:

Def. 18. & es Ramsey sii & — ()5, es decir sii paratoda f : [k]<¥ - 2hayun X C &
homogéneo para f en el sentido de que Vn < w ( I X ]"I =1).

Si k es Ramsey, { A < £: ) es A-Mahlo } es estacionario en &.

Lema 12. [Rowbottom. 1964] Los cardinales medibles son Ramsey. De hecho, si vy < k,
U esnormalen k y f: [k]<¥ — «, hay un Y € Y homogéneo para k. L1z

Para una demostracién ver [ChKe] o [K].

b. Compacidad Fuerte.

El concepto que trataremos en esta seccién apareci6 originalmente en un contexto com-
pletamente diferente del de sumersiones elementales: légica infinitaria. En [KeTa| se dis-
cute una equivalencia puramente combinatoria que nos resultard més aplicable.

Def. 19.

(1) Sea £ > A. L es el lenguaje que consta de s variables y (dado un tipo
de primer orden) se construye recursivamente a partir de las férmulas atémicas

23



mediante conjunciones y disyunciones de < & férmulas, o cuantificacién (existen-
cial o universal) de < A variables, permitiendo en cada caso < ) variables libres.
Aunque no lo necesitaremos aqui, esta definicién puede formalizarse de modo que
sea véalido razonar por induccién en férmulas.

(2) & es fuertemente compacto sii Ly ., satisface k-compacidad: Todo conjunto ¥ de
sentencias t.q. todo S C [E]<* es satisfactible, es a su vez satisfactible.

No nos valdremos de esta definicién, dada sélo por completitud histérica. Para las
equivalencias que usaremos requerimos introducir otro concepto:

Def. 20. Sea )\ > k.
(1) SiPe<~, P={Qe[N<:PCQ}.
(2) Sea U un ultrafiltro sobre [A]<". U es fino sii es x-completo (no principal) y
Va< da €U.

(3) & es A-compacto sii hay es mayor que w y hay un ultrafiltro fino sobre [A]<*.

Nétese que x es medible sii es k-compacto, y que si p > A > Kk ¥ & es p-compacto,
entonces es A-compacto. Ademés, si U es fino sobre [\]<* y P € [A\]<*, P € U. En efecto,
basta notar que {a} € U Vo < A, y recordar que U es k-completo.

Teorema 18. Siw < k < A y k es regular, son equivalentes:
a) Kk es A-compacto.
b) Hay una sumersidn j : V=3 M con crit(j) = & t.q. si X C M, |X| < A, entonces
hayunY € M con X CY, Y| < 22" y M |= Y| < j(x). Ademds,

2 < ji(r) <3N < (2.

c¢) Todo filtro F k-completo sobre un conjunto I, generado por < A conjuntos, puede
extenderse a un ultrafiltro k-completo sobre I.

Dem: a) —+ b). Comencemos notando que la construccién de a.8. generaliza de manera
natural a este contexto, de modo que si U es fino sobre [A\]<*, hay una sumersién j : V =t
M = Ult(V,U), y crit j = &, con la misma prueba que antes.

. L . . , . <

i) < (2>‘< )+: Si [f] < 3(N), s.p.d.g. Ran f C ), asi que |j(A)| < |" )\I =2

2* < j(k): Sea g € WV la funcién dada por g(z) = P(z). Como « es fuertemente
inaccesible (ya que por lo menos es medible), hay una h € N<"V t.q. Vo € [A]<*3u <
& (h(z) : P(z) — p es una biyeccién). Entonces [h] : [g] — p es una biyeccién, para algin
p < j(k). Para A C ) sea

A<

fa: [)x]<“—-) vV
z—ANz’

Entonces [fa] € [g], ¥ 8i A # B, como o atestigua, digamos @ € A\ B, {z:a € fa(z) \
fB()}={z:a€(ANz)\B}={z:a €z} €U, asi que j(a) € [fa] \ [fB], y A~ [f4]
es 1-1. Luego, 2* < [g] < (k).

Sean X = {[falta < A} C My ZE¢€ "V : z = {fa(z):a € 2}. Sea Y = [Z].
Trivialmente (por Loz) X C Y y (Y] < j(lc))M (|1Z2(=)] < |X| < &), pero entonces hay
una inyeccién ¢ : Y — j(k), y por tanto unade Y en A<,

24



b) — c). Sea F como en la hipétesis, F generado por F € [I]<*. Por b), hay un
Y Dj“FconY e My M E |Y| < j(s). En M j(F) es un filtro j(x)-completo, y
I7(F)NY]| < j(k). Asf,hayunc € M conc € ((j(F)NY). Seald ={X CI:c€ j(X)}.
U es como se pide.

c) — a). Considérese el filtro en [A]<* generado por {{a}:a < A}. T(ris)

Teorema 19. Sea k > w regular. Los siguientes son equivalentes:
1) Ly, satisface n—cbmpacidad.
2) k es fuertemente compacto.
3) & es A\-compacto Y\ > k.

Dem: 1) — 2). Trivial.

2) — 3). Sea F un filiro x-completo sobre I. Sea X la unién de la L .-teorfa de
(I,X)xcr (cada X visto como una relacién l-aria) con {X(c): X € F}, donde ¢ es
una nueva cte. Por x-completitud de F y 2), ¥ tiene un modelo M = (M, XM, c)xcr.
Entonces { X C I: M |= X[c]} = U es un ultrafiltro x-completo que extiende a F:

U es un filtro pues en T esté la sentencia Vz (X(z) — Y(z)) para todo X C Y.
Es ultrafiltro pues & contiene la sentencia Vz ((X UY)(z) — X(z) V Y(z)) para cada
X,Y € [\]<~.

U es k-completo ya que si @ < & y (Xjg)g<a €s una sucesién de conjuntos en U, X =
g Xp € U pues

M \ Xpld — X[d].
8

3) —+ 1). Sea X C Ly, un conjunto de sentencias t.q. para todo S € [Z]<" hay un modelo
My de S. Queremos ver que ¥ tiene un modelo. Sea Y una medida fina sobre [X]<" (que
existe médulo una biyeccién entre |Z| y . S.p.d.g., |Z| > &, o lo buscado es obvio), y sea
M =[]gMs/U. Como U es x-completa, es ficil verificar que vale el teorema de Loz para
M, (Ms)s. Sip €3, {pf €U. Como {S € [Z]<":Ms o} 2{pfy M ¢,y Mes
modelo de . [(T19)

Observacién. El concepto de compacidad fuerte claramente es més fuerte que el de
medible. Es un teorema de Vopénka y Hrbidek que esto sf es asf: ellos mostraron que
V # L[A] para cualquier conjunto A si hay un fuertemente compacto, pero el modelo
de [Kul] satisface V = L{U] para cierto U, si hay un medible (que aun es medible en
el modelo), y en [Ku2] Kunen muestra que si hay un fuertemente compacto, VA hay un
modelo interno con A medibles.

Como parte de su demostracién, establecié que si k es fuertemente compacto y § <
(2)*, hay una medida U sobre & t.q. ju(k) > &. Recuérdese que ju(k) < 28)ir et
Teorema 15. El concepto de supercompacidad, tema de la siguiente seccién, generaliza
esta idea.

c. Cardinales Supercompactos y Mayores.
Los cardinales supercompactos fueron introducidos por Solovay y Reinhardt como ge-

neralizaciones del concepto de compacidad fuerte. Recuérdese que si k es medible y P es
una propiedad de k que se preserva hacia abajo, entonces x refleja P, en el sentido de que
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Ja < & P(e). De hecho, sild esnormalen k, {a < & :P(a) } €U, y aquf se usé de manera
esencial que U era normal (pues £ = [id,]y).

Serfa natural investigar cémo se fortalece el concepto de compacidad fuerte (qué pro-
piedades de reflexién adquiere) exigiendo normalidad de los ultrafiltros involucrados.

Def. 21. Sea x < ).

(1) Un ultrafiltro fino U sobre [A\]<* es normal sii es cerrado bajo intersecciones dia-
gonales: Si (Py)aex € *U entonces

DaerPa={zec[N<*:ze [| P} €l

x€Ex

Equivalentemente, & es normal sii toda f : [\]<* — ) regresiva U-c.s. es constante
U-c.s.

(2) & es A-supercompacto sii hay una medida normal sobre [A]<.
(3) & es supercompacto sii es A-supercompacto V) > x.

Asi, A-supercompacidad de « implica A-compacidad, y es f4cil ver que si & es normal
sobre []<* entonces & NP(x) es normal sobre &, asi que el concepto introducido generaliza

el original.

Observacién. Si x es medible, hay una medida normal sobre &, as{ que cabe pregun-
tarse si supercompacidad es realmente un concepto mds exigente que compacidad fuerte.
De trabajos de Menas y Magidor se sigue que sf: Si x es 2"-supercompacto, hay una medida
normal sobre & que contiene a { @ < k:a es medible} (de hecho, hay 22). Pero es consis-
tente que el primer fuertemente compacto sea también el primer medible. Por supuesto, si
k es supercompacto, es fuertemente compacto, aunque no puede mostrarse mucho més alla:
Es consistente que el primer supercompacto sea de hecho el primer fuertemente compacto.

La pregunta correspondiente en consistencia aun esté abierta;

Pregunta 1.

i, Con(3k (k es fuertemente compacto)) —» Con(3x (x es supercompacto)) ?

La definicién dada no menciona sumersiones elementales directamente. Hay una equi-
valencia, que exige cuantificar sobre clases, pero responde a algunas de las sugerencias
mencionadas luego del Teorema, 16:

Teorema 20. k es A-supercompacto sii hay una sumersién j : V =M t.q. crit(j) = &,
A<jk) y*M C M. i

Surge la pregunta de cémo formalizar esta afirmacién en ZFC. En una redaccién un
tanto menos agradable podriamos decir, en una direccién: Si & es A-supercompacto, y U es
testigo, la sumersién asociada con U satisface las hipétesis de arriba; en la otra, tendrfamos
un esquema, una frase por cada posible . O podriamos trabajar directamente en MK.
Comentarios similares valen para cuanto sigue.
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Dem: "—. Como ya insinuamos en el parrafo pasado, basta mostrar que si  es normal
sobre [A]<*, jy es como se pide:

lidjy<<] = j“A: j“X C [id[nj<«] pues U es fina. Para la otra direccién, nétese que si
[f] € [idjxj<~] entonces f(z) € zU-c.s., y por tanto f(z) = a € A para algin ald-c.s., asf

que [f] = j().

AMy C My se sigue con una sencilla modificacién del argumento en la demostracién
de b. del Teorema 15 (pero es necesario usar la normalidad de ). critj = & es por
k-completitud: critj > £ y j(k) > A. En efecto, {z:||z| < k} € U, asf que en M
J(k) > |Ilidpx<<]ll = l7“M = A. Aca, ||z|| es su tipo de orden.

1+ Dada j : V=% M como en la hipétesis, definiendo
U={z e [N<":j“A € j(z)},

U es testigo de la A-supercompacidad de . En efecto, de ||5“\|| = A < j(k) en M, se sigue
que 5% € (GO M y A<= e u.

Es facil ver que U es un ultrafiltro x-completo, exactamente como en el caso de que &
fuese s6lo medible. Que es fino se sigue de que si @ < A, j(a) € 74\, asf que 14\ € {j(a)F=
i({e¥). Luego, {a} € U. Para normalidad, supongamos que f : [A]<* = X es regresiva.
Entonces j(f) : ([j()\)]<j("))M — 3(A) es regresiva en M, asi que j(f)(5%)) € j“), y existe
un o < A con j(f)(7“N) = j(a). Se sigue que

FXe{z € J(IN<") 5 (F)(2) = j(e)}
=]({z € [A]<"*: f(z) =a}),

asf que f es cte. (e igual a ) U-c.s. O(rog)

Los supercompactos presentan propiedades de reflexién més fuertes que las de los me-
dibles, como habfamos supuesto. En particular:

Teorema 21. Sea k supercompacto.
a) Vi <2 V, es decir, toda formula 2FC es absoluta para Vi (v por tanto, toda
férmula IIZFC se preserva hacia abajo de V a V).

b) Vn> ke < k,j: Vo = Vy(critj =8 y j(8) = k).
La conclusién de b) de hecho equivale a supercompacidad.

Dem: a) Supongamos ¢(Z) = Iy (Z,¥), donde ¢ es II;. Si @ € Vy y ¢[d], sea b un
testigo, y (por supercompacidad) tomemos j : V —3 M con crit(j) = &, be V%c) (l_; €V,
para algin ); basta tomar j testigo de la |V,|-supercompacidad de ). Como j(@) = @,
(Vi E ga[&'])M, pues 1 es II;.

Entonces V = ¢[d].

Para el reciproco, si ¢ es como arriba, V. | ¢[d] y b es un testigo, Vi = 1/)[&',5]. Si
—|d, I_)], como % es II;, =% es X1, y por el Lema 9, de Levy, se preserva hacia abajo en los
H,. Como k es inaccesible, H, = V, y tenemos una contradiccién.
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b) Sean > kyj:V =5 M testigo de la |Vy|-supercompacidad de x. Entonces
J vy Vg £k V%ﬂ). Como ValM C M, por induccién se tiene que si 8 < 7 entonces
Vg = V},}'I € M, asi que j [v,€ M. Luego,

M= 3Ja < j(k),m: Vo =5 Vi (critm = § A 7(8) = j(x)).

Por elementaridad tenemos lo querido. Ot21)

, Concluimos con una exploracién répida de las hipétesis por encima de supercompacidad.
Este ha sido sin duda el concepto més estudiado luego del de medibilidad. Sus extensiones
se aproximan rdpidamente a la inconsistencia. El dltimo resultado de esta seccion es,
precisamente, el establecimiento por parte de Kunen de un limite a cudnto mas puede

pedirse.

Def. 22.
(1) Sin > 0, k es n-extendible sii 3,5 : Vitq =5 Ve con crit(j) = 6 y s+1 < j(k) <
€. k es extendible sii es n-extendible V7 > 0.
(2) & es A\-huge sii 3j : V =+ M con crit(j) = &, MM C M [j* es la o-ésima
iteracién de j. Asi, 0-huge es medible]. x es huge sii es 1-huge.
(3) & es superhuge sii YA3j: V =5 M con crit(j) = &, {®IM C M y X < j(x).

Como con supercompacidad, hay formulaciones equivalentes, en términos de ultrafiltros,
formalizables en ZFC. El siguiente teorema (para demostraciones, ver [Bo], [K] y [KReSo])
incluye algunos de los resultados principales acerca de estos cardinales y su relacién con

los supercompactos.

Teorema 22.
a) Si k es |Vi4n|-supercompacto, con n < k, entonces hay una medida Y normal

sobre k t.q.
{a < k:a es n-extendible} € U.

b) Sik es n-extendible y § + 5 < 7, entonces k es | Ve.y-6|-supercompacto.
c) Sik es extendible, V. <3 V.
d) Six es superhuge, entonces es extendible, y hay una medida Y normal sobre & con
{a < k:a es extendible} € U.
e) Sik es 2-huge, hay una medida normal U sobre & t.q.
{a < k:V, = aes superhuge} € U. [(122)
Con estos cardinales obtenemos sumersiones cada vez mas y més ‘gruesas’. Seria de-

seable, p.€j., conseguir incluso j : V —4 V. Kunen [Ku3] mostré que esto no era posible:
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Teorema 23. [Kunen|
a) No hay cardinales w-huge.
b) Para ningin ¢ hay una j : Vi =Y Vsta.
c) Noexistej: V=5 V.
d) x es A-supercompacto sii 35 : V =, M tq. crit(j) =x y *M C M.

Dem: Sea j : V=% M con crit(j) = &, y sea A = j¥(x) = Sup,, j%(k). Nétese que
3(X) = Sup,, j*T1 (k) = X es limite fuerte (x es inaccesible) de cofinalidad w.

Sean F : [\]¥ — A w-Jénsson para A (ver Teorema 5), A = j“A. Si A € M, por
elementaridad hay un s € M N [A]* con (j(F))(s) = k. Pero (identificando s con su
enumeracién creciente) s = j(t) para un t con j(¢(n)) = s(n), asf que

5= i(F)i(t) = § (F@®)) € 4,

una contradiccién.
a) y c) se siguen de inmediato.

Sij: Virz = Vig (4.# idv,,,), como § es definible, j(§) = J. Luego, k = crit(j) <4,
asi que j™(k) < 6Vn < w, y A = Sup,, j"*(k) < 4. Si F es w-Jonsson para A, F € V42, ¥
el argumento del parrafo anterior vale para j. Esto prueba b).

d) Dada j como en la hipétesis, debemos hallar j' t.q. ademds j'(x) > A. Para esto,
basta mirar j® para algiin n < w, pues de otra forma « serfa w-huge, contra a). Entonces,
sélo hay que verificar que 7" : V =4 M, para algin M, con *M, C M, (n > 0).
La prueba es por induccién: M; = M, M,+1 = j(M,). Como M, = |J_ (Mn N Va),
Mpy1 = U, 7(Myn N'Vy) es transitivo, y j : M, — My41 es elemental, asi que para cada
n>0,5": V=4 M,, critj = x.

Si AMy, C My, F O Mpy1 € Mpia, y (como A < §(X)), *Mpy1 = *Mppa N M C Myya),
y tenemos lo querido. [(723)

En vista de lo anterior, las siguientes preguntas son el objetivo natural de la investigacién
respecto a consistencia:

Pregunta 2. ;Para algin J existe j : V541 4 V4417 De hecho, ;35 : Vs =43 Vs?
Pregunta 3. ;3j: V=3 M con V5 C M para un § con j(§) = § > crit(j)?

d. Cardinales Fuertes e Hipermedibles.

Pasamos ahora a explorar suposiciones intermedias entre medibilidad y supercompaci-
dad. Algunas fueron introducidas originalmente esperando servir de base para desarrollar
una teorfa de core models con supercompactos. Esto aun no se ha logrado, pero los cardi-
nales que fueron definidos resultaron ser las piezas claves en la exploracién de la consistencia
de -SCH.

El concepto de hipermedibilidad se debe a Mitchell [Mi2], los cardinales fuertes y super-
fuertes fueron introducidos por Gaifman, y los cardinales de Woodin por Hugh Woodin, en
el 84, explorando una sugerencia de Shelah. Sus propiedades més significativas involucran
el concepto de extender, que serd tratado en el capftulo 3.
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Def. 23.
(1) & es A-fuerte sii hay un j: V =% M con critj = &, A < J(K) Yy Veir C M. K ees
fuerte sii es A-fuerte V.
(2) x es P"(k)-(hiper)medible sii hay una sumersién j : V =+ M con crity = &,
"MCMyVenCM.
(3) & es superfuerte sii hay un j : V —% M con crit(j) =k y Vj) C M.
(4) ?\58 (de) Woodinsii Vf € "k da < k,5: V3 M (fa C aAcritj = alAV(f)(a)

Estos cardinales son versiones débiles de los introducidos en la seccién anterior: Si
Kk es supercompacto entonces es P"(x)-hipermedible (Vn € w) y fuerte; si & es huge es
superfuerte. Ser Woodin ‘es intermedio entre fuerte y superfuerte. Nétese que nuestras
definiciones no estdn dadas en ZFC. Como antes, hay formulaciones equivalentes y for-
malizables; en esta ocasién, en términos de extenders.

Incluimos un par de resultados sobre cardinales Woodin. El primero es de [MarSt1], el

segundo es un ejercicio de [K].
o Sid es Woodin, entonces es inaccesible.

Dem: Supongamos que § es Woodin. Si § no es regular,seay =cfd§ <dy f: v — 6
creciente y cofinal. Sea g € 96 la funcién

v sia=0
gla)=4¢ f(l4+a) sia<y
0 siyLa<d

Ningin ordinal > 0 es cerrado bajo g, asi que g contradice que § sea Woodin. Luego, & es
regular.

Si d no es limite fuerte y y < § <27, sea f : § — & con f(0) = . Si j es testigo de que &
es Woodin, respecto a f, entonces crit(j) es medible y mayor que f(0), lo cual es imposible
pues v = f(0) muestra que crit(j) no es limite fuerte. Luego, & es inaccesible. ()

De hecho,
o Si k es Woodin, {a < k:a es medible} es estacionario en k, asf que k es k-Mahlo.

Dem: Esto es inmediato de la definicién de cardinal de Woodin: Sean C club en x,
[+ & = C su enumeracién creciente (f existe, por regularidad), a pto. critico de un testigo
J de que x es Woodin, respecto a f. a es medible, as{ que basta ver que o € C. Pero esto
es claro, pues si f < a, a > f(B) > B, asi que a = Sup f“a € C, por ser C cerrado.

x es k-Mahlo puesto que si  es medible, entonces es a-Mahlo. [l,)

5. Forcing.

Nuestras convenciones de forcing siguen [Kub]. En particular, evitaremos trabajar con
modelos de valores booleanos. Para forcing iterado, ademés de [Ku5], hacemos referencia
a [Ba]. [J1] también es 1til, aunque usualmente da sus argumentos en términos de modelos
booleanos; otra referencia son los primeros 2 capftulos de [Sh3].
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Dado un orden parcial (poset) P, una nocidn de forcing, denotaremos su méximo ele-
mento por 1p o 1 si P es claro del contexto. <p es la relacién de orden asociada. Si D, q
son condiciones (elementos de P), p < g representars que p es més fuerte que ¢, y diremos
por tanto que la extiende. p || g si son compatibles, i.e., si Ir(r < pAr < g). En otro
caso, son incompatibles, y, escribimos p L gq.

Def. 24.

1. P es k-cerrado sii Vy < k, toda cadena <-descendente (Pa)a<~ tiene una cota
inferior: un p con p < p, Va.

2. P es k-dirigido cerrado sii VX C P, X dirigido (Vp,q € X3r € X (r < p, q)y
|X| < & hay una cota inferior. Obviamente, si P es £-dirigido cerrado es k-cerrado.
Si Kk = wy vale el reciproco.

3. P es k-cc (k-chain condition) sii toda anticadena (conjunto de elementos mutua-
mente incompatibles) es de tamafio < k. ccc es w;-cc.

Asumimos conocidos las definiciones y resultados bésicos de forcing, cf. [Ku5], [J1] y [K].
Formalmente, dada una extensién T de ZFC, si g, ..., ¢n (n € N) son axiomas de T', hay
un modelo contable transitivo M de o, ..., @, (bdsicamente, por reflexién, Léwenheim-
Skolem y Mostowski). Si (P,<,1) € M y M es modelo de los suficientes axiomas, puede
definirse dentro de M una clase de nombres 7. El método de forcing consiste en conseguir
un conjunto G genérico para P (usualmente, no en M), y construir con él un modelo M [G]
contable transitivo que extiende a M, ddndole valores (interpretaciones) 7 a los nombres
en M.

M][G] es minimo entre los modelos que contienen a M y tienen a G entre sus elementos
(v, en general, siempre es €se su significado, aunque G no sea genérico para ningiin orden P.
Hay una excepcién importante, al trabajar con constructibilidad; la definicién se dar4 opor-
tunamente). Posiblemente M|[G] no satisfaga todos los axiomas entre ¢y, ..., v, pero de
la combinatoria de IP puede conseguirse que satisfaga alguna hipétesis 1 en consideracién.

Para mostrar Con(¢), basta ver que si ¢y, . .., ¢, son axiomas, {po,...,@n, ¥} es con-
sistente. Asi, basta hallar un M[G] que los satisfaga, y para esto (médulo la combinatoria
de IP) es suficiente comenzar con un M que satisfaga los ¢; y posiblemente algunos axiomas
adicionales, que garanticen que los argumentos combinatorios empleados en mostrar 1 MICl
pueden realizarse desde M.

Informalmente, se asume un modelo M (contable, transitivo) de la teorfa T bajo estudio
(el modelo base), y se mira su extensién M[G], que resulta un modelo de TU {p}. O, més
informalmente aun, se parte de V y se llega a una extensién V[G] por medio de conjuntos
‘imaginarios’.

Puesto que no hay problema en formalizar los argumentos presentados de esta forma, e
intuitivamente es més sencillo tratar con ellos, esa seré la convencién que adoptaremos.

En forcing se cuenta con una relacién I (de forzamiento) que satisface, dada una férmula
%, p € Py nombres 71,...,m, pltp @(71,...,70) <

VG genérico sobre P (p € G — V[G] E p[rig,- .. yTnal)

(si llegase a ser necesario indicar el modelo base, lo anotaremos como superindice de IF).
Aunque esta equivalencia menciona a los genéricos (que no estdn en V), I es definible
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desde V. Esto, que ademés da una definicién recursiva de forzamiento por induccién en
férmulas, se asume conocido.

Hay varias maneras de formalizar la relacién de forzamiento. Puede pensarse en un
lengua.Je (definido en la teoria) donde los nombres son (o correspondan a) constantes.
Esta es la convencién que asumimos acé. Algo similar deberfa hacerse al tratar con las
relaciones - y |=, pero para simplificar la notacién nos restringimos a I-; asi, arriba debimos
haber escrito

plkp(Ty,...,m).

Para cada z € V hay un nombre canénico # (% en nuestro lenguaje). Si  es un ordinal
«, escribiremos a por &. Si 7 es un P-nombre que en cualquier extensién P-genérica
de V corresponde a un término H (digamos, una funcién, relacién, etc), por simplicidad
indicaremos T por H.

Usualmente escribiremos IHp ¢ (o IF (,o) por 1pIF .

Podemos asumir que hay un nombre V para identificar el modelo base. Esto hace de V
un “modelo interno” de V[G] si G es P-genérico. No es claro si V, eliminando este nombre,
sigue siendo un modelo interno (i.e., es definible). Si IP es una clase propia, de acuerdo con
un ejemplo de Sy Friedman (da.do en comunicacién personal) en general no es cierto, pero
la situacién es més confusa si P es un conjunto.

V satisface p IF 7€ V sii Vr < p3s < r 3z (s I- x—‘r)

Hay una nocién de isomorfismo entre 2 nociones de forcing. Esta no es més que isomor-
fismo como érdenes parciales, aunque para efectos de forcing no es necesario tanto: basta
que haya una sumersién completa densa de una en otra, es decir, un homomorfismo de
orden con imagen densa que preserva anticadenas maximales. En este caso, es indiferente
forzar con una nocién o con otra.

Def. 25.

1. SiPesunposet ype P,P [,={qgeP:q<pp}.

2. P es separativosiip g P[;— IreP [, (r L q).

3. Fn(I,J,)) es el conjunto de funciones parciales de I en J con dominio (soporte)
de tamafio < A\. p < g siiq C p.

4. Add(k,)) =Fn(x x A,2,k).

5. Coll(k,)) = Fn(x, A, &).

6. Coll(k,< p) es el conjunto de funciones parciales f : kK X 4 — p con soporte de
tamafio < & t.q. Ve, 8 € Dom f (f(e, 8) < B), con el orden usual: p < g sii ¢ C p.
Este es el orden de Lévy para colapsar p.

Lema 13.
a) Si G es Add(k,\)-genérico (Coll(x, \)-genérico), | JG es una funcién con dominio
k X A (k) sobre 2 ()).
b) Forcing con Add(k,)) hace 2® > X. Add(k,)) es s-cerrado y (2<*)*-cc si & es
regular. Colapsa 2<" a k y no afiade subconjuntos acotados a &.
¢) Coll(k,< p), & < p, & regular y p inaccesible, es k-cerrado, u-cc y vuelve a p €l
sucesor de k. [(L13)
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Lema 14.

a) Si P preserva cofinalidades < 6 entonces preserva cardinalidades < 6. Si 8 es
regular (en V) y P preserva cofinalidades > 6, preserva cardinalidades > #.
Reciprocamente, si P preserva cardinales regulares > (<)0, preserva cofinalidades
> (<)6.

b) SiP es k-cc, forcing con P preserva todas las cofinalidades (y cardinalidades) > «.
Si P es k-cerrado, preserva cofinalidades (y cardinalidades) < .

c) SiPesk-cc, 0 = (|]P’|<")A, entonces IFp 2* < 6. O(L14)

Algunos otros resultados serdn usados sin comentario. Las demostraciones dadas en
[Ku5] cubren los lemas indicados, o se pueden adaptar facilmente.

Teorema 24. Sean M, N modelos internos (de ZFC), j : M =+ N una sumersién
elemental y P € M una nocién de forcing; si G es P-genérico sobre M, H es j(P)-genérico
sobre N y

VpeP(pe G— j(p) € H),
entonces j puede extenderse a
j* : MIG]— N1H]
Ta—3(T)m’
¥ j* todavia es elemental. Sij es definible desde M, j* lo es desde M[H].

Dem: Sea (&) una férmula. Si M[G] |= ¢[7g), sea p € G testigo: p I} (7). Por
elementaridad, j(p) II-;.V(]P) 716} (7)) (nétese que si T es un P-nombre, j(7) es un j(P)-
nombre). Como j(p) € H, por hipétesis, N[H] = ¢ [j(P)a].

Haciendo ¢(z1,22) = 21 = 23, j* estd bien definida. Remplazando ¢ por -, se sigue
que j* es elemental. Notando que j(Z) = j(z) para z € M, 5* 2 j. D(Taq)

El siguiente corolario puede verse como indicando que los efectos de forzar con un
conjunto [P son locales.

Corolario 6. Suponga que P es un poset y |P| < k. Si k es inaccesible,
' IFp & es inaccesible.

Lo mismo vale si se cambia ‘inaccesible’ por ‘medible’, ‘fuerte’, ‘supercompacto’, etc.

En general, forzar con érdenes pequefios no afecta la condicién de cardinales grandes
mayores que el tamafio de la nocién de forcing involucrada.

Dem: Primero supongamos que « es inaccesible. Como P es |P|*-cc, Ikp & es regular.
Del Lema 14, IFp £ es limite fuerte. Luego, P preserva inaccesibilidad.

Supongamos ahora que  es medible. Como |P| < &, s.p.d.g. P € V. Sea j: V =2 M
testigo de la medibilidad de . j [v,=idv,, asi que el resultado se sigue del Teorema 24.
De manera anéloga se establece que P preserva las otras propiedades listadas; ver también
el Lema 31, en el capitulo 1. O(cs)

La siguiente definicién va a resultar esencial en los capitulos 1 y 4. La notacién ah{
usada es la presentada aca:
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Def. 26. [Ba]

a)

b)

e)

Sea P un poset t.q.
1lIkp Q es un orden parcial,

P+Q={(p,q):peP,g€ Dom@, y pIF q€ Q} [un P-nombre es una relacién t.q.
todo elemento de su dominio es un P-nombre y todo elemento de su rango est4 en
P. La condicién ¢ € Dom Q garantiza que P % Q sea un conjunto].

(P1,61) < (p2,42) sii p1 <ppz2 y ;1 IF 44 SQda-
Sea a € ORD. Un poset P, es una iteracién de a pasos (a-stage iteration) sii P,
es un conjunto de o-sucesiones t.q.

1) Py = {0}

2)Sia=p8+1,Ps={p[p :p € Py} es una iteracién de § pasos y hay un
Pg-nombre Qp t.q.

15 IF Q,g es un orden parcial,

YPEP,+—plgePgylplk-p(B)€Qpg. \

Ademds, p<gsiip [g< g [py p [slts B(B) <4(B).

Asf, Po 2 Py + Q.

3) Si o es limite, Pg = {p [g :p € Po } es una iteracién de § pasos V@ < o;
1(= 14) € P,, donde 1, = i.,; siff <a,p€lPy g€ Pg g < p[p entonces
0" (Py)g<v<a € Pa; y VD, € Pa, p < g +— VB < o (p [8< g [5).

P, tiene soporte en I, un ideal sobre a sii Vp (suptp € I).

Acé, suptp, el soporte de p, es {7:py # 1,}. Asi, P, tiene soporte finito,
contable o completo, p. €j., sii I = [a]<¥, [a]<“? o P(a), respectivamente.

Sea o limite. P es el limite directo de (Pg)g, Po = h’_m;ﬂ< Pg, sii I estd contenido
o

en el ideal de los conjuntos acotados, y de hecho p € P, sii 46 < a (p [g€

Pgy Vv € [B,a) (p(7) = 1)).
Sea, o limite. P, es el limite inverso de los Pg, Pq = H(Eﬂ Pg, sii p € P, sii
Lo

VB < a(p [s€ Pp).

En d) y €), P, corresponde a la nocién categdrica del limite mencionado, cf. [J1}].

Algunos autores definen la iteracién de modo que, como conjunto, su IP, corresponde
con nuestro {p [suptp :P € Po}. Esto es equivalente. La idea, por supuesto, es que al
hacer una iteracién de a pasos estamos tomando una cadena de @ modelos, cada uno de
los cuales es extensién genérica (por el forcing Qg correspondiente) del anterior, y en los
pasos limites tomamos el modelo como el limite del tipo indicado de la cadena precedente.

Lema 15. Sea P, una iteracidn de a pasos. Si 8 < a, G4 es P,-genérico sobre V y,
paraf < o, Gg={p g :p € Ga }, Gp es Pg-genérico sobre V. [r15)

Un caso particular, sencillo pero importante, de esta construccién es cuando de hecho
se usa un producto real: Si P,Q € V, Px Q = P x Q. Este caso es més flexible, en el
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sentidode que Px Q2 Q x P,y G es P x Q genérico sii G = G7 X G2 con Gy P-genérico
sobre V y G2 Q-genérico sobre V[G]; ademds, V|G| = V[G1][G2] = V[G2][G1]. Asi, acd
no importa el orden en que se realice la iteracién. Esto en general es obviamente falso,
pues algo como ‘Q * P’ carecerfa de sentido si el orden parcial Q representado por Q (en
una extensién genérica) no esti en V.

Def. 27. Sean P, una iteracién de a pasos,y f < a. Sip € P,, sea p? =p l[8,a), de
modo que p=p [g "pP, y sea Pg o = {pP : p € Po}. Si Gg es Pg-genérico, sea < el orden
en Pg o dado por f < g <=

dp€Gp(pU f <p, pUg).

Lema 16. ConP,, Pg  como arriba, si If”p,a es un Pg nombre para Pg o, Po = ]P’ﬂ*]l"’ﬂ,a

y .
kg Pg,oes (isomorfo a) una iteracién de (a-B) pasos. [iig)

6. L.

La teoria de core models, modelos internos minimales, necesariamente ha de comenzar
con el menor de todos: L.

Def. 28. [Godel] L = |J, La, donde Ly = 0, Loy = def(La), La = Uycx Lo 5i A es

limite. L es la clase de los conjuntos construibles.

Es ficil ver que L es un modelo interno y que, como se mencioné en la Introduccién,
si Inn(M) entonces M D L, L | V = L y, de hecho, LM = L, de modo que no puede
mostrarse que halla conjuntos no construibles. L = AC + GCH, asf que es una estructura
muy agradable. Pero también muy delgada, pues por supuesto L = ~3x (k medible), ya
que la sumersién asociada con cualquier medida U tiene rango M # V, pues Y ¢ M, y
esto contradice que L sea el 1inico modelo interno.

La sucesién (Lo ) tiene, entre otras, las siguientes propiedades:

e o < 3 implica Ly C Lg. Sia < f, Lq € Lg. Los L, son tramsitivos, Lo C Vg,
LNa=L,NORD=0. Sia>w, |Ly| =|al. O

Godel modificé su definicién original de L (la dada), de modo que no fuera necesario
apelar a una godelizacién del lenguaje, y mostré que para generar los L, bastaba iterar
8 ‘operaciones fundamentales’. Al tratar de hacer una teorfa de los L, se tropieza con
algunos problemas ripidamente, sobre todo porque, como rank L, = a, Lo no es cerrado
bajo pares ordenados si o es sucesor. Esto llevé a Jensen, a fines de los 60, a estudiar
a L basidndose en otra jerarqufa, que si permitiera argumentos que involucrasen pares
ordenados sin necesidad de cambiar de rango. Su trabajo apareci6 en [Jel], y presentamos
a continuacién algunas ideas (muy) bésicas, siguiendo también [Fri2]. Para un estudio
cuidadoso de constructibilidad, puede verse [D].

Def. 29.

(1) Sea S transitivo. S satisface Yo-comprensidn sii {y € z:¢(y)} € S para todo
z € S, donde p es cualquier férmula ¥ (con pardmetros de S).
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(2) Una relacién binaria W, (e, z) sobre S, transitivo, es un predicado ,-universal sii
es Xip-definible sobre (S, €) sin pardmetros, y VY C S Z,-definible sobre (S, €)
con pardmetros, Je € S t.q. Y ={z € S:W,(e,z) }.

Lema 17. Sea S un conjunto transitivo y cerrado bajo pares, que satisface 3o-compren-
sién y ‘todo conjunto tiene clausura transitiva’. Entonces existe un predicado X, -universal
para S D(Ll 7

[Fri2] muestra la definicién explicita de un tal predicado, que podrfamos llamar canénico.

Def. 30. La jerarquia (Jo)a se define por induccién: Jo =@, J; = L. Si o es limite,
I =) g<a Jp- Por induccién, supongamos que J, satisface las condiciones del lema. Sea
W (e, z) el predicado canénico I,-universal para J,. Para e € J, sean

X(0,e) =e, X(n+1Le)={X(n,f):W2i(e, )}

Entonces Jo,n = {X(n,€):e € Jo} y Jog1 =U I v

n€Ew

Esta no es la definicién original de Jensen. El, siguiendo la segunda aproximacién
de Godel, define Jo41 como la clausura de J,, bajo funciones rudimentarias (ver abajo).
Una desventaja de nuestra aproximacién es que es necesario verificar que la definicién es
correcta, lo cual es parte del siguiente lema; una ventaja, es que nos aproxima répidamente
a los primeros resultados interesantes de estructura fina.

Lema 18.

a) n < m implica Jon © Jam.

b) Ja,n es transitivo.

¢) ORDN Jo,n = wa +n.

d) Jo41 |= Pares+ Xg-comprensidn.
e) Ja+1 N P(Ja) =) d'ef(Ja,).

d) garantiza que la definicién inductiva puede realizarse. Damos una idea de la de-

mostracién para ilustrar los métodos. Ver [Fri2] para detalles.

Dem: a) Por induccién en n, se define una funcién F(n,:) : Jo, = J, de modo que
X(n,e) = X(n+1,F(n,e)). Esta funcién se puede tomar £; definible sobre J,.

b) Se sigue de a).
c¢) Como z € Ju n41 implica £ C J, 5, por induccién ORD N Ja,n L wa +n. Ademis,
se define una sucesién (ey)n, con ayuda de la funcién F de arriba, de modo que

X(n+1,en41) =wa+n.

d) y e) Si X C Ja,n es definible sobre (Ju,a, €), entonces X € Ju,m para algin m (por
tanto, def(Ja) C Jat1)- CiLis)

La definicién presentada es equivalente a la de Jensen, pero esta tiltima es mds combi-
natoria. La incluimos a continuacién:
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Def. 31. Una funcién f : V* — V, donde n recorre w, es rudimentaria (rud) sii es
finftamente generada por medio de los siguientes esquemas (que, como comenta Jensen, son
los esquemas usuales para las funciones primitivas recursivas, sin el esquema de recursién):

a) f(Z) =z (i <n).

b) f(Z) ==i\z; (1,5 <n).

c) f(Z) =A{=zi,z;} (1,5 <n).

d) f(:z':')_‘= h(g(:I:')) (h, g rud).

e) f(y,%) =U,e,9(2 %) (g rud).

Lema 19. [Jensen]Jo =0, Jo = Uﬁ<a Jpg si o es limite, Jo+1 es la clausura de JoU{Ja}
bajo funciones rud, rud(J,). Oie)

Lema 20.

a) Hay un buen orden <, (definible en J, por una férmula £,) de J,. Su restriccién
a J es absoluta.

b) [Condensacidn] Si (X, €) <1 (Ja, €) entonces 3B ((X, €) = (Jg, €)).

¢) (Jy)v<a €s X1-definible sobre Jq; la definicidn es uniforme.

Dem: a) <o= 0, <1 es cualquier buen orden ¥;-definible de L. Si a es limite, z <o y
siiz <g yparaalgin 8 < a. T <q41 Yy Sl T <o Yy O Hn(y € Jant1 \ Jan ¥y (z €
Jan 0 7' <o y')), donde 2’ es el <o-menor € t.q. X(n +1,€) = z, e igual con y'.

Corolario 7. L |= AC, De hecho, hay un buen orden definible de L. Uycr)

b) Se muestra que X = X' = Jg, donde wf = ORDNX' y X' es el colapso de Mostowski
de X. D(Lzo)

a) y b) del Lema 20 valen también para (La)a, €n a) con A limite. Ademds, si (X, €) =
(La, €), A limite y X transitivo, entonces X = L, para algin o.

La importancia de condensacién se debe a que hay un método ‘estdndar’ de generar sub-
estructuras ¥;-elementales (Nétese que como Jg no es necesariamente modelo de ZFC, ser
subestructura Y;-elemental no siempre implica ser subestructura elemental), y si X C Jg,
se define su clausura ¥; como la menor subestructura £;-elemental de J, que contiene a
X (se puede mostrar que siempre existe), generada por funciones de Skolem X;-definibles
con parédmetros de J, (usando el buen orden <q). La teorfa de estructura fina se desarro-
lla mostrando que valen las generalizaciones de estos resultados para niveles mayores de
definibilidad.

De aqui resulta, por ejemplo,

® Luta = Vuta N Ji4a, de modo que Lg = Jg para f = wf.
¢ n(Lwta) = P(Lwta) N En(Ji4e) (n > 1), donde para A = (A, €,(Bi)i<m), con
las B; relaciones, £, (.A) es la coleccién de relaciones Y,-definibles sobre A.

Jensen define a continuacién el ¥,-projectum de a, p?, como el mayor p < a t.q. (J,, B)
es sensible para todo B € ¥,(J,). A es sensible (amenable) sii —en la notacién de arriba—
A es transitivoy B;Nz € AVz € A,i € m. Asi, por ejemplo, p* = a si Jo = ZF™, y
p? es el menor p t.q. Xp(Ja) N P(wp) & Ja, y también es el menor p para el que hay una
funcién X, (J) de J, sobre J,.

37



Con ayuda de los ¥,,-projecta Jensen define codigos estandar (un cédigo L, para J, es
AC Jpn (,n>0)ta. A€ X,(Ja) y Vm > 1

Zatm(Ja) N P(Jpz) = T((Jpn, 4))-

Su utilidad se observa cuando aparecen sumersiones en escena: Si 7 : (Ja, A) L (Jg,B) y
7 “wa es cofinal en wf, entonces 7 : (J,, A) e (Jp, B) y los cédigos especiales (estdndar)
que Jensen ha definido se transfieren unos en otros. Esto permite construir en L estructuras
muy uniformes que pueden verse como portadoras de informacién, y usualmente estdn
provistas de gran contenido combinatorio. Por ejemplo, principios como ¢, O, o0 morasses.

No es nuestra intencién hacer un estudio (detallado) de la teorfa de estructura fina,
pero es imposible evitarla puesto que es fundamental para la teorfa de core models, y ésta
(como hemos insistido repetidas veces) es parte esencial de la historia del problema de los

cardinales singulares.
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Capitulo 1
Primeros Resultados: Desigualdades y Cotas Para -SCH

De ahora en adelante voy a reflexionar de otra
manera, Voy a expresarme en otra lengua, voy
a reaccionar de modo inédito.

Elie Weisel, E] Crepiisculo, a lo Lejos,
1987).)

1. Las Desigualdades de Silver y Galvin-Hajnal.
Estableceremos el teorema general de Silver como corolario del de Galvin y Hajnal. Por
ahora, consideremos el siguiente caso particular, representativo de lo que sigue:

Teorema 25. [Silver] R,, no es el primer contraejemplo a GCH.

Dem: Supongamos a partir de ahora que V& < Ry, (2% = kt). Para a < w;, escojamos
una inyeccién @q : P(Ry) = Rot1. Para X C Ry, ¥y @ < wy, sea fx(a) = pa(X NR,). Si
F={fx:X CR,, }, nétese que

(1) Vf,g € F si f # g entonces f y g son eventualmente diferentes, es decir, f(B) #
9(B) para todo f suficientemente grande. En efecto, si f = fx y g = fy, X #Y,
hay un primer o < w; tal que X N Ry # Y NN,. Si B > «, claramente f(B) =
Ix(B) # fr(B) = g(B), pues las ¢4 son 1-1.

(2) Vf € FVa<w (f(a) < Na+1).

(8) |F|=2%1, por (2).

La idea de la demostracién es acotar |F|.

En general, diremos que G, una coleccién de funciones de wj en N, , es casi disyunta sii

satisface (1).

Lema 21. Suponga que G es casi disyunta y que
(4) Vf€G{a:f(a) <wa} es estacionario.
Entonces [G| < R,,.

Dem: Para f € G, sea f : w1 — w; el ‘indice’ de | f(-)|, es decir, |f(e)] = Rp(,y. Entonces

{a:f (@) < @} es estacionario, por (4), asf que por el lema de Fodor existe 7y € w; t.q.
S5 ={a:f(a) = s} es estacionario. Como r varfa sobre w;, Sy sélo puede ser uno de
Rz conjuntos, y si Ag,s={f €G:v;=pfy S;=25}, entonces |[4g, s| < Ngy2 (ver abajo)
para S y 8 fijos, |G| = |Up,sAﬂ,S| < Yp,slAp,s] <Rz - Supge,, Rppa = Ra - Ry, =Ry,
como demostrdbamos.

Para probar la afirmacién sobre |Ap,s|, nétese que o bien este conjunto es vacfo, o las
f | s son distintas, pues S serd estacionario y por tanto cofinal, y G es casi disyunta. Pero
Ran(f [s) C Rp41, por definicién de «¢. El estimativo se tiene entonces, recordando que
GCH vale antes de N,,,. D21y
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Corolario 8. Sea g € “1N,, tal que Vo (g(a) < Rq+1). Suponga que G es casi disyunta
¥ que
(8) VfeG{a:f(a) <g(a)} es estacionario.
Entonces |G| < N, .

Ta(f(a)) si f(e) < g(a)
. - i f(a) si no )
Consideremos G = {f:f € G}. Entonces G es casi disyunta, pues G lo es, y las 7, son
1-1; en particular, p : f — f es 1-1. Por (5), es facil ver que G cumple (4), asf que el lema
es aplicable, y |G] < R,,. Pero como p es 1-1, |G| < |G]. Ocs)

Dem: Sea 7o : g(a) = Nq 1-1, para o < w. Sea f:a {

Para completar la demostracién del teorema, partiremos F en R, 41 conjuntos de
tamafio a lo més R, . Esto obviamente basta.

Si f # g € F, diremos f < g siy sélo si {a: f(a) < g(a)} € Cu,, e filtro club sobre
wy. Por el corolario, si g € F entonces g < f para toda f € F, excepto quizis por a lo
més N, funciones f.

Podemos definir entonces, inductivamente, una ,,, +1-sucesién <-creciente de elementos
de F, (fa)a. Nétese que si f € F, f < fo para algin o, o habria Ry, 41 funciones
que f no <-precede, lo que contradice la dltima afirmacién del parrafo anterior. Asi,
9= Uae&.,1+1 Fo, donde Fp = {f € F: f < fo } que, por el corolario, es de tamaiio a lo

més Ry, . Uiras)

De la prueba se observa que el teorema puede exhibirse en mayor generalidad. Pero
también se observa que el hecho de trabajar con un cardinal de cofinalidad mayor que w

fue fundamental.
Los siguientes 2 teoremas son los resultados principales de [GH].

Teorema 26. Sean k, )\ regulares y no contables, y supongamos que V& < A (6% < X).
S.i (na)a<n €s tal que

entonces [[ .. £a < Na.

alk
Nétese que, dado k regular y no contable, A = (p*)T, p > 2, es de la forma pedida.
Dem: Comencemos con la definicién de un concepto que serd fundamental:
Def. 32. Un sistema transversal casi-disyunto (a.d.t., almost disjoint transversal sys-

tem) para una sucesién (Aa)a<x €8 F C [, Ao t.q.

Ha€r:fla)=g(a)} <k

para todas las f y g distintas de F'.
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Lema 22. Sean (kq)a<x una sucesién de cardinales, A, = Hﬂ<anﬂ paraa < K, y
A = (Aa)a<s. Existe un F a.d.t. para A con |F| =[], Ka-

Dem: Para g € [[, < ka defina f; : £ —+ A por f,(a) = g [a-
Entonces FF = { f,:g € Hﬁ<nlﬁp} es como se busca. [l(yzz)

Lema 23. (Con &, A como en la hipdtesis del teorema.) Sea A = (Aa)a<x una sucesién
de conjuntos t.q. Vo < & (|Aa| < R»). Entonces todo F a.d.t. para A es pequefio: |F] < Ra.

Dem: Para una sucesién B = (Bq)o<x S€a
T(B) = Sup{ |F|: F es a.d.t. para B }.

Claramente, T(B) sélo depende de (|Ba|),, y T es monétona: T(B) < T(C) si |Ba| <
|Ca|Va < k. En particular, consideraremos T'(¢) para ¢ € *ORD, y si ¢ es constante,
digamos ¢ = 4, p(a) = § Va < &, escribiremos T'(k,d) por T(yp) —aunque no tendremos
ocasién de usar esta notacién hasta el préximo teorema—. Nétese que, obviamente,
T(k,d) < &".

Definimos el orden parcial <* en *ORD por ¢ <* 3 +— |[{ @ < k() > ¥(a) }| < k.

Afirmacién. <* es bien fundamentado.

Dem: Exactamente como la del Teorema 14, notando que la x-completitud del filtro ¢
de los conjuntos cuyo complemento es acotado se sigue de la regularidad de &. Oar

Dada ¢, sea R o ¢ la funcién o — N,,). Basta mostrar que si ¢ € *), entonces
T(Royp) < Ry. Por <*-induccién, podemos suponer que ¢ es un contraejemplo < *-minimal,
y derivar una contradiccién.

Sea I ={X Ck:Ip€"\[Vae X (¥(a) < p(a) o ¥(a) =0) y T(Rot)) > Ny }. Dado
X € I, nos referiremos a toda 1 como en la condicién como un testigo de que X € I.

Afirmacién, I es un ideal x-completo.

Dem: Es facil ver que I es un ideal que contiene todos los singletons (de hecho, todos
los conjuntos acotados de ).

Sea 0 < 6 < K, y supongamos que (Y,),es es una sucesién de elementos de I. Sea
(¥u)ues una sucesién de testigos, de modo que V7 < R para cada p < & hay un F, =
{fup:B €7} adt. para Ro,.

Definamos 3 € *A por () = min, ¥,(a), y escojamos una ‘particién’ k = UsesXu
de modo que si o € X, entonces 9(a) = ,(c) (algunos X, podrfan ser vacfos).

Sean fg = U,<s(fu.p Ix,) (B <7) y F ={fs}p. Entonces F es a.d.t. para X o . Por
tanto, T(X 0 4) > min, T(Ro1,) > N), y % es testigo de que U,Yu€Il. Dian

Partamos & como Xp U X; U X; de modo que a € X sii ¢(a) =0, a € X; sii () es
un ordinal limite (> 0), y a € X; sii ¢(a) es un ordinal sucesor.
Entonces Xg € I: |Xop| < &, o de lo contrario T(R 0 ) < R§ < A < R,. Por tanto I es

propio: Si 1 es testigo de que ks € I, {a < s:(a) > ¢(a)} = {a:p(a) =0} = Xo, ¥
% <* p. Como % es testigo, T(N 0 %) > Rj, y esto contradice la <*-minimalidad de (.
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También X; € I: Por regularidad de A, 38 < AVa < s (p(a) < B). Asf, si X =

{¥ € "X:Va € X; (¥(a) < p(a)) AVe € £\ X1 (¥(a) = ¢(a)) }, |X| < |6]" < A\ Para
cada «y con |X| < p < A, sea F, un a.d.t. para Ro ¢ con |F,| > R,. Si ¢ € X, sea

F,}" = Fy N [],<xNy(a). Entonces FI}” es a.d.t. para Ro ¢, y F, = |, F;f, esto tltimo
porque ¢(a) es limite si o € Xj.

Luego, existe ¥, € X t.q. IF;./)“l > R,. De nuevo por regularidad de A, [{p € Az¢p, =
% }| = A para alguna 9 € X. Entonces T'(R 0 ¢) > R,, y ¥ es testigo de que X; € I.

Se sigue que X3 ¢ I. Si X C X, sea ¢x € *) dada por

¢X(a)={¢(a)—1 SfCYEX .

() si no

Para cada X C X3 con X ¢ I, sea p(X) < A t.q. T(Rothx) =R, (x). Seap< At.q. 2" <p
y p(X) < pVX C X; con X ¢ I. Tal p existe por regularidad, mediante un argumento
similar al del parrafo anterior.

Sea F a.d.t. para Ro ¢y, |F| > R,1y. Para cada X C X3, X ¢ I, sea Hx la funcién de
dominio F t.q. Vf € F (Hx(f) = {g € F:Va e X (g(a) < f(a) }) Entonces, si f € F,

i X
Hx(f) es a.d.t. para (Aa)a<x, donde Ay = ;:(a) s? s
(a) 8iDo
T sélo depende de las cardinalidades de sus argu‘;n:mtos, bay un G a.d.t. para R o x con
G| = |Bx(F)]

Por tanto |Hx(f)| = |G] < T(Royx) = Ryxy < N,. Sea H(f) = U{ Hx(f): X C
X3,X ¢ I}. Entonces |H(f)| < 2*R, = R,. Se sigue que [H(f)] < R, < Rpq1 < |F]|
si f € F. Sea G C F, |G| = R,41, y tomemos h € (F\ G) \ U,eq H(9), ¢ € G\ H(h).
Tenemos que h,i € F, h # 1, h ¢ H(i), 1 ¢ H(h), con lo que llegamos a una contradiccién,
pues entonces

. Como |Aa| < Ryz(a)> ¥

k=XoUX;U{a:h(a)=i(e)}U{a € Xz:h(a) <i(a)}U{a e Xz:i(a) < k() }

perteneceria a I. [pz3)

El teorema se sigue de inmediato: Sean &, A, (£a)e como en el enunciado, y definamos

A= (An)a por Ay = Hp<a’9ﬂ‘
Por el Lema 22, hay un F a.d.t. para A con |F| =[], . ka- Pero |4a| = [[5<q k8 < Ra.
Por el Lema 23, |F| < Ra.  Ogrze)

Corolario 9.

a) Sean k, A como en el teorema. Si 7% < RaVo < k, entonces 7" < N). Em
particular, si k es regular no contable, p > 2, entonces 7¢ < N =)+ implica

™ < R
S N(pr)t-
Por ejemplo, si ¢ es un ordinal con cf § > w y NT < N(IEI“‘)+ Vo <cfé a<,

entonces o
Ry > <N .
¢ (ler=e¢)*
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b) Sean k, A como en el teorema, y sea T con cf T = k. Si 27 < Nj Vo < 7, entonces
27 < R, (se prueba con la misma idea que el Lema 1). En particular, si k es
regular no contable, ef T = K, p > 2 y 2% < N, )+ Vo < 7, entonces 27 < R(pr)+.

Luego, si 2% < N(lﬁl"“)+ Va < €, donde cf ¢ > w, entonces

oRe « N(IEI"“)‘*. D(Cg)

Nétese el caso en que N¢ sea limite fuerte.

Observacién. El primer cardinal (singular de cofinalidad > w) para el que el teorema
no implica cotas en la exponencial (cuando es l{mite fuerte) serfa el primer punto fijo
(k = Ni) de cofinalidad w;; con los puntos fijos el establecimiento de cotas ha resultado
mucho més dificil que en general. En ocasiones no es posible, o debe asumirse alguna
hipétesis adicional, ver capitulo 5.

Pasemos ahora al segundo de los teoremas de [GH]:

En el anterior, ¢ <* ¢ sii [{a:p(a) > ¥(a)}| < k. Es decir, sii {a:p(a) > ¥(a)}
pertenece al ideal de los subconjuntos acotados de x. En general, casi cualquier otro ideal
‘razonable’ podrfa usarse, lo que lleva a resultados similares pero més detallados. Asi,

definimos ahora para ¢, % € *ORD,
p<'Pp <= {atp(a)>1P(a)} € NS,.

Usando el Lema 4 puede mostrarse que <* es bien fundamentado.

Def, 33. Por recursién se define el rango de ¢ para ¢ € *ORD:

llell = Sup{ Il + 129 <* ¢ }.

Lema 24. Sea ¢ € *ORD.
a) Sip <kt 3o, €k (lloull = A [llell > psii 0* > p,)). Tal p, es tinico médulo
NS, es decir, si ¢}, ¥ pu son como se pide, { @ < K:pu(a) # ¢)(a)} € NS,.
b) p<s— (llofl > p ¢ {a:p(a) < u} € NS,. Es decir, si u < &, puede tomarse

AL =
c) |le)l > & +— {a:p(a) < a} € NS.. Es decir, puede tomarse @, = idj.

+
d) llell < (Tp(ayeo l(@))) ™
e) [Shelah| Sea A regular no contable t.q. VT < A(cf7 =86 — 7° < )). Sip € "),

entonces ||| < A.

En [GH] se exigfa en e) que la desigualdad valiera V7 < A.

Dem: a) Definamos ¢, por induccién: @g = 0. Si 0 < p < &t y ¢, ha sido definido
para v < U, escojamos (fe)e<y t.q. p = Supg(,ug + 1). Esto es posible pues cf 4 < k. Sea
tpp la funcién @ — Sup,, (eue (@) +1) (a < &).
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Mostremos lo pedido:

Si v, € T, obviamente @, <* @, sii v < p, asf que ||p,|| > p. Para p € kt, vamos a
mostrar la equivalencia en a).

=" Es obvio: ¢*> ¢, — |lol| > |leull = p.

. Por induccién: Supongamos que ||¢|| > u, ¢*# @u, ¥y que p es el minimo para el que
hay una tal . Sea ¢’ € "ORD t.q. u < ||¢||, ¢’ <* . Como {a:p(a) < pu(a)} ¢ NSy,
X ={a:¢'(a) <pu(a)} ¢ NS,. Para { < k sea X¢ = {a:¢'(a) < pu(a)}. pe < p, as
que ||¢’|| > pe, ¥ por tanto p*> @, , y X¢ € NSi.

Pero X = y7¢X¢, de modo que por el Lema 4.b) X € NS,. Esto es una contradiccién.

De esta equivalencia es obvio que ||| = p.
Sea i), otra funcién como en a). ||, + 1|| > @}l = #, asf que ¢}, + 1*> @,. De igual
forma @, + 1*> @), y tenemos

{atpu(a) # ¢l(a)} € NS,

§ sif<p

: 0 sipé<ec
4 < a < k, por induccién. Como NSy contiene todos los conjuntos acotados, puede

redefinirse ¢, en [0, u] sin cambiar su || - ||-rango, y b) se sigue de a).

c) Si u = K, escojamos ug = £ V€ < k. Entonces ¢, = id,, si escogemos ¢¢ = £, como
en b).

d) Si +,%' € *ORD, diremos 9 =ns, ¥’ sii {a:(a) # ¥'(e)} € NS,. En tal caso,

Il = 1] |
519 <" s ¥’ v, dlatunitay(e) = { 11 SO o < ot

para a < Kk, y ¥(a) = 0, asf que hay a lo més A = (H‘P(a);ﬁo lo(a)]) de tales 9', donde 9
varfa entre las funciones <*-menores que (. Luego, hay a lo méas A ordinales menores que

llell, ¥ lleell < A
e) Procedamos por contradiccién: Supongamos que ||¢|| > A para alguna ¢ € *A.

Def. 34. Si X € P(k) \NSx, ¢ <% ¥ <> {a € X:¢(a) > ¥(a)} € NS,. Como
antes, ©% es bien fundamentado, asf que sea

b) Dado p < &, escojamos pg = { . Es fécil ver que p,(a) = p si

llellx = Sup{|l¥llx +1:9 <k ¥}

Nétese que ¢ <* 9 +— © <} 9.

Es fécil ver que ||p||x < |lelly si X 2 Y € P(x) \ NSk.
Sea v > A minimo t.q. 3X € P(x) \ NS,, 0 € *A(]|¢]|x = v). Fijemos un tal X, y sea



Afirmacién. I es un ideal no trivial k-completo sobre k.

Dem: I es no trivial, pues NS, C I, X ¢ I. Es un ideal, por la frase inmediatamente
posterior a la definicién de <%. Para k-completitud, sean Y, € I (@ < «) para v < k.
S.p.d.g., los Y, (son disyuntos en pares, estdn contenidos en X, y) no pertenecen a NS,.

Esto reduce el problema a mostrar que si ¥ = [ J,, Ya, entonces ||¢||,, > v cada vez que
lelly, > vVe. De hecho, Vi) € *ORD, y para todo ordinal p, si Vo < Y(¥lly, = v)
entonces |[$h||y > p. La demostracién es completamente ansloga a la de la afirmacién
correspondiente del teorema pasado. Oar)

Afirmacién. Y € P(x)\I, F C "), |F| < A y <} -cofinal en ¢, es decir, si ) € *ORD
¥ ¥ <% ¢ entonces Af € F (¢ <} f <} ¢).
Dem: Sea h € *) la funcién ¢ — cf (¢(¢)). Hay dos casos:

a) Y € P(k)\ I (h es cte. en V).
Sean Y como se afirma, y p el valor cte. de h. Por supuesto, p es regular. Sea (ha(f)) =

creciente y cofinal en (£), para cada { € Y, y definamos ho(¢) = 0si € ¢ Y. Sip > &,
tomemos F = {hy:a<p}.
Si p < &, como 2? < 2" < )\, basta tomar

F = {f €"ORD:V¢ < (f(€) € {ha(§) :a < p}) }.

b) No hay tal Y.

Entonces Vo ({£ € X :h(€) = a} € I). Sea n minimo t.q. ¥ =¥, = {£ € X :h(£) <
n} ¢ I. Por k-completitud, cf n = &, y 7 es supremo de cardinales en el rango de h, asi
que es un cardinal. 7 < A porque A es regular y > « (y 7 < A). Sea Fg C ¢(£) cofinal en
@(€) y de cofinalidad cf (¢(¢)) = h(£) si € €Y, o {0} en otro caso.

Asi, 8 F =[], F¢, F. es <}-cofinal y |F| < n* < A. DO(ag

Sean Y, F' como en la afirmacién. Por ser F' cofinal en ¢,

lelly = Sup{liflly +1:f € FAf <} @}

Como Y C X, ||p|ly 2 |lellx =v. PeroY ¢ I, asf que |||y = ». Entonces,si f € F y
f <% o, |flly <v. Pero ||flly < A pues f € *) y v era minimo. Por regularidad de A,
esto es una contradiccién. [(1,24)

El terema en si es técnico, as{ que en una primera lectura podria pasarse directamente
a los corolarios. La demostracién dada es la de [GH].

Teorema 27. Sean k regular y no contable, (6o)a<s una sucesién continua no decre-

ciente de cardinales infinitos, y ¢ € *ORD. Si

Y(@) =61%D  y A=2">"T(k,da),

alkK

entonces T() < Atllell,

Dem: Por induccién en |||
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a) ||| = 0.
Sea F' a.d.t. para ¢. {a:p(a) = 0} es estacionario en x [Lema 24.b)], y por tanto

también Xo = { & limite: p(a) = 0}.

Si f € F, a € Xo, entonces f(a) < d5. Por continuidad, 38¢(a) < a (f(a) < pr(a)).
E’{or el lema de Fodor, existen X; C Xo y f5 < & t.q. X es estacionario y f(a) < dg, Vo €

f-

Fijos X y B,s1 Axpg={f € F: Xy = X,Bf = B} entonces |Ax g| < T(k,dp) < A.
Pero a lo més hay 2" parejas (X, ) y el resultado se sigue.

b) Jlgll = v > 0.

Sea F a.d.t. para . Si f € F definamos ¢¢,1s € *ORD por ¢f(a) = min{ 8:|f(a)| <
SEPY, hy(a) = 6247,

Ahora bien: p¢(a) < ¢(a) a menos que p¢(a) = p(a) =0 (a < &); como ||¢|| =v > 0,
llesll < vVf € F. Luego, podemos escribir F = |J,, Fi, donde F, = {f € F:|los|| =
732

Como v < A*”, basta mostrar que |F,| < A+” (u < v). De hecho, |F,| < A+(#+1):

Fijemos p < v, y definamos una aplicacién conjuntista H en F), (def. 6) por

H(f) = {g € F :¥a < 5 (g(a) < £() }\ {f}

H(f) es a.d.t. para f + 1. Pero |f(a)+1]| < srer(e) = Y¢(a), asi que |[H(f)| < T(vy).
Como %5(a) = &2 ! (@) y llesll = p < v, T(¥5) < A** por hipétesis de induccién. Luego,
|H(f)| < A*#si f € F,. Supongamos, entonces, que |F,| > A*T(#+2) > 25 Por el teorema
de Hajnal, Lema 5, hay un conjunto F’ C F, de cardinalidad A+(#+?) libre respeto a H.

Existe, por tanto, una sucesién 1-1 (f¢)e<(2r)+, con fg € Fe y fe ¢ H(fp)si £ <n <
(2%)*. Esto es, si £ < n hay un a = a(§,n) < & con f¢(a) > fy(a). Pero por el teorema
de Erd8s-Rado, (2%)* — (w)?. Entonces hay una sucesién (£,)n de elementos de (2%)*, y
un o < & t.9. f¢, (a) > fe,. (o) param > n.

Esto, por supuesto, es imposible. [(rz7)

A pesar de sus peculiaridades individuales, es imposible no notar las analogfas entre las
8 demostraciones. Por eso el detalle, quizés excesivo, en que fueron presentadas. Pasemos

a los corolarios.
El Teorema 26 se puede deducir con facilidad:

Corolario 10.

a) Sean k > w regular, (0a)o una sucesién continua no decreciente de cardinales
infinitos, y A como antes. Si @ € *ORD y (ka)a €s una sucesién de cardinales t.q.

H kg < o}?(®)  para o < K, entonces
p<a

H Ko < Atlell

alK
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b) Sean w < K < A cardinales regulares t.q. 7® < AV7 < X con cfT = k. Si o es
infinito y 6* < 01, y (ka)a es tal que

Va < & ( H kg < ot*), entonces
f<a

H Ko < ot

a<lk

c) Vale el Teorema 26.

Dem: a) Definiendo 1 como antes, por el Lema 22 basta mostrar que T(y) < Atllell
pero esto es justo lo que establece el teorema.

b) Témese 04 = cVa < k, ¢ € *ORD : o ~ min{¢: p<ca ks < 01¢} (de modo que
Hp<ars = o+#(®), 0 p(a) = 0). Entonces ||¢|| < ), por el Lema 24.e). Como A, definida
como antes, cumple

Aszn.o.n=a_n<o.+)‘,

tenemos que [], ., 5o < At < A+HA = 512,
c) o = Ng sirve. O(cio)

Corolario 11.

a) Sean k£ > w regular, 7 > 2 y p cardinales, £ y n ordinales, n < k. Sea 8 =
€+ (r7)T(1*D); 5i p¥ < Rg para todo v < k, y R§ < Ng, entonces

p" < Rg.

b) Con k > w regular, T > 2 y p cardinales, cf p = k, £ y j ordinales conn < &, si 8
es como arriba y 2¥ < NgVv < p, Rf < Ng, entonces 2° < Ng.
c) Si ¢, n son ordinales, cf(£) > n,w, y 28 < N(Iglde)+(q+l) Vo < €, entonces 28 <

N(I&I‘“)H"“)’

d) Si¢, n son ordinales, cf(§) > n,w, y RZ < N(mdf)ﬂq-m Vo < cf€Va < &, entonces
I(Re) =N é < N(

+(n+1).
lglere)

Dem: a) En la parte b) el corolario anterior basta tomar o = R¢, A = (7%)(1+1), La
parte d) es un caso particular; b) es andlogo, y c) es un caso particular. Oc1y)

Los resultados de Shelah en el préximo capftulo van a tornar obsoleta estas cotas: V¢
ordinal limite (Ngff < R (1= £)+), aunque noétese que si £ = R esto no es realmente una

cota. Finalmente;
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Corolario 12.

a) Sean A un cardinal infinito con cf X = k > w, t.q. Yp < A(p* < A), (Aa)a<x
una sucesidn de cardinales estrictamente creciente y continua, que converge a A, y

@ € *ORD. Si Hﬂ<a Ag < )\I‘P(a) Va < k entonces

A< ATl

b) [Silver] Si A es infinito, cf X = & > w, Vp < A(p* < A), (Aa)a €s una sucesién
como ena), y {a <k:[[goars < At#} es estacionario en k para algin p < &,
entonces

AR < e

Luego, si {a < k:X$*= = X\t } es estacionario, entonces A\f* = A+,
En particular, si SCH vale para los cardinales de cofinalidad w, vale siempre.
Andlogamente, si 27 < \*V7 < ), entonces 2* < At#,

c) [Silver] Sea A singular limite fuerte, cfA = kK > w, y sean p < k un ordinal y
(Aa)a<x una sucesidn como en a). Si{a < &: [[gcads < AE#} es estacionario
en K, entonces 2* < AT#,

En particular, si A es singular, f\ > w, p < cfA y {0 < X:2° < ot#} es
estacionario en )\, entonces 2* < At#,

Dem: a) En el Corolario 10.a) basta tomar 04 = ko = Aa.

Los demds casos se siguen con facilidad. Para la segunda parte de b), basta mostrar que
{a: )% =)t} es estacionario. Perosi C = { @ < k:a es lfmite y Vi < Ao (0* < Aa) }, €
es club en x: Es claro que es cerrado. Para mostrar que es no acotado, procedamos por
contradiccién y sea 8 < & t.q. si @ > B es limite, entonces puf > A, para algin pe < Ao
(4% = Ao Do es posible pues A% > AL > A). Sea (Ba)a<s una subsucesién continua de
los limites > f t.q. Ve (uj, < pp.,.)- Entonces f, existe porque x > w, y Ag, €C, una
contradiccidn.

Luego, como A% = A< %= (por el Lema 2) si a € C, tenemos lo querido. Ocaz)

Los resultados de Silver guardan analogfa con los de Scott respecto a la exponencial en
medibles, como mostraremos en la siguiente seccién. Su demostracién original también era
similar. Nétese que para cofinalidad w es necesaria alguna idea nueva. También nétese que
las afirmaciones (p.€j., las del corolario pasado, o el uso de rangos por Galvin y Hajnal)
recuerdan los argumentos dados en el capftulo anterior al trabajar con medibles.

Shelah generalizé los resultados de [GH] y [Sil2]. Algunos de los suyos eran cotas del
mismo estilo de las arriba mostradas, variando los ideales con que trabajaba. Otros eran
ampliaciones del método original de Silver (ver también el capftulo 5):

Solovay definié ultrapotencias genéricas. Estas fueron usadas por Magidor para mostrar
el resultado de Silver médulo la existencia de ciertos filtros en wy, cuya consistencia se
sigue de la de un cardinal Ramsey. Silver trabajé en ZFC, construyendo con forcing una
ultrapotencia. Esta, por supuesto, no era bien fundamentada, pero sf lo era el segmento
inicial al cual consegufa reducir su argumentacion.

Shelah, en diferentes contextos, ha utilizado este tipo de ultrapotencias. Con su teoria de
pcf, y métodos similares a los 2 indicados, también ha obtenido cotas (algunas asumiendo
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hipétesis adicionales), incluso para cardinales puntos fijos. Ver [Sh2,4] y [Sh7], c4ps. V,
VI

2. Cardinales Grandes y Aritmética Cardinal.

a. Cardinales Medibles y GCH.

Es nuestra intencién mostrar aqui los resultados de Scott respecto a la exponencial
en medibles. Estos son practicamente corolarios inmediatos de nuestro trabajo en el
capitulo 0.

Teorema 28. [Scott] Si k es medible, U es una medida normal sobre k y 2 > x*,
entonces { A < £:2* > At} € U. En consecuencia, k no es el primer contraejemplo a
GCH y, si la contradice, hay k contraejemplos antes.

Ademds, siB <k y {A:22 <At} e, 2 <kt ysi {A:22 < APA} ey, 2% < kt™.

Dem: Sea M =TUlt(V,U). Sif<ry {A:22 <At} e U,
M 2 24l < [id, ] H B o M 28 < kT8,

Asf, en M y por tanto en V hay una inyeccién de PM(x) = P(k) en (xTF)M < k14, El
otro resultado se muestra igual. [l(72g)

b. Cardinales Fuertemente Compactos y SCH.
En esta seccién vamos a demostrar el resultado de Solovay [So]: Si x es fuertemente
compacto entonces SCH vale encima de «.

Teorema 29. [Solovay| Sea k fuertemente compacto.

a) Si A > & es regular, \<* = ) (basta asumir A-compacidad de k).
b) Sip >k y ) son regulares y 2* < u, py* = p (basta asumir yu-compacidad de k).
c¢) Si)> k es singular, \X¥* = A+ + 252 (basta asumir A*-compacidad de k).

Dem: c) Usemos el Corolario 12.b). Sea A > x. Por a), A¥e < A<k < (AH)<F = )+ y
el resultado se sigue.

b) Si 4 > k y A son regulares, y A < & el resultado se sigue de a) (Si p = 5, A es menor
que k£ y k* = k(< k) = k), asf que podemos suponer £ < A < 2* < p.

Sean U fino sobre [A|<f y j: V= M = Ult(V,U) la sumersién correspondiente. Por
el Teorema 18 y a), j(k) < (2"<“)+ = (2t < pu. Luego, u<i(*) = yu en M, pues p<F =p
(en V) para p > &.

Nétese que p* = [[u]*|. Siz € [u]*, 2 CY C pparaalgin ¥ con |[Y| <2}, M | Y| <
j(k) —Si el Y obtenido en el Teorema 16 no era subconjunto de p, témese su interseccién
con p—. Hay (u<I(")M = 4 tales Y, todos con a lo més (2*)* = 2* tales z. Entonces

p< WP £ 22p=p
a) La idea es particionar [\]<* adecuadamente. Seguimos [J1].
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Def. 35.

(1) Un ultrafiltro sobre S es uniforme sii todos sus elementos tienen tamaifio |.S|.
(2) Un ultrafiltro sobre X es (x, A)-especial [(x, A)-regular segiin Jech] sii existe una
familia {Ma}a<ax C At.q. Va < XA (|[Ma| < £) y Vy < A(y € M, para casi todo a).

Lema 25. Si x es fuertemente compacto y A\ > & es regular, existe un ultrafiltro D
sobre A, uniforme, x-completo y (k, A)-especial t.q. casi todo a < X tiene cofinalidad < k.

Dem: Sean U una medida fina sobre [A]<*, y j : V =% Ult(V,U) la sumersidén asociada.
3(A) > [f] = Sup,» (), pues si g € [A" X es la funcién z — Supz, {z:a < g(z) <
A} D {afeuU.

Sea D el ultrafiltro sobre A dado por

XeD+— fA(X)eUANX C A

D es k-completo y no principal. [idx]p > Vv < ), asi que D es uniforme, por regularidad.
Que D es el ultrafiltro buscado se sigue, primero, de que

f(f(z)) < k& U-cs.

En efecto, f(z) = Sup{a € z:a < f(z) }U-c.s., pues si h(z) = Sup{a € z:a < f(z)}
Y ¥ < A, v < h(z)U-c.s. porque v € z para casi todo z. Entonces [h] > j(v), y tomando
supremos resulta [f] < [h] < [f].

Para probar que D es (x, A)-especial, sea (Ay)a<) una sucesién de subconjuntos de A
t.q. Ay C o, |As| < kK y SupAy, = aD-c.s. Tomemos Ay = 0 si cfa > k. Sea (en
Ult(V,D)) A = [(Aa)e]lp. A C [id)]p es cofinal ahf, y como [idx]p = Sup.< jp(7), si
o < ) podemos hallar un o’ > « con

ANn{B:jp(a) < B <jp(e)}#0.

Entonces podemos definir una sucesién (g)g<x de ordinales < A continua, creciente, y
con AN [jp(ap), ip(ep+1))7# OVE.

Luego, AxN[ag, ap41) # @ para casi todo a y, si llamamos M, = { B:[ag, apgt+1)NAa #
0}, notando que |As| < & y que los [ag, agy1) son disyuntos 2 a 2, (Ma)n prueba que D
es (k,A)-especial. [(1.25)

Sea D (k, A)-especial sobre A, como en el lema, y tomemos una sucesién (My). de
testigos. Si ¢ € [A]<*, como D es x-completo, £ C M, para casi todo e, de modo que
z € P(M,) para algin a < A.

Entonces [A]<* = | J, ., P(Ma.), y como  es inaccesible se tiene lo querido. U(Ta9)

c. Cardinales Fuertes y GCH.

Las propiedades de reflexién de los medibles se pueden llevar més lejos con los super-
compactos, de modo que de hecho en ocasiones hallamos propiedades de extensidn, como
en el teorema que sigue. Su enunciado no es el més general posible, y su demostracién no
es mucho més complicada que la correspondiente para medibilidad:
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Teorema 30. Si k es A-supercompacto y 2* = utVu < k, entonces 2° = p* Vp < \.
Luego, si k es supercompacto, GCH es absoluta para V. Para esto, basta que & sea fuerte;
de hecho, si k es a-fuerte y GCH vale bajo k, entonces vale bajo k + a.

Dem: Sea j : V=4 M testigo de que & es a-fuerte. Si p< k+a,como k+a< jk),
(2° = p*)M. Pero Veya C V, asi que P(p)M = P(p), de modo que 2° < (2°)M = (pt)M =
+
pt.
De la misma forma, si 2# < ut#Vyu < &, donde 8 < &, entonces 2° < p*PVp < £ + a.
Por dltimo, nétese que si k es A-supercompacto, el argumento vale incluso para . U(T30)

En contraste, aun no se sabe si GCH es absoluta para V. cuando x es fuertemente
compacto.

3. Forcing de Easton.

En esta seccién mostraremos el resultado de Easton respecto a la libertad de la expo-
nencial en los regulares. Easton utiliza una nocién de forcing que es una clase propia.
En general, como muestra [Ku5], un tal forcing no preserva ZF. La pregunta de cuéndo
lo hace es dificil y no la trataremos aqui. [Fri2] aisla una nocién (Tameness) que lo ase-
gura. El forcing tipo Easton es décil (tame), asi que en este caso funciona. En el contexto
de modelos de valores booleanos [TZ] también trata forcing con clases propias con cierta
generalidad.

Teorema 31. Asuma GCH. Sea F una funcidn de la clase de los regulares en los
cardinales t.q. V&, A regulares
i) cf F() > k.
i) F(k)<F(A) sic <A
Entonces hay una extension genérica V[G] que preserva cofinalidades (y cardinales) t.q.

V& regular (2" = F(x)) vie),

Esta extensidn satisface SCH.

Observacién. Suponer GCH es una posible limitacién a la generalidad del teorema.
Pero, con un argumento similar al que sigue, puede mediante forcing (colapsando cardi-
nales) conseguirse que valga GCH?, aunque esto, claro, puede colapsar cardinales grandes,
as{ que de todos modos el resultado no da completa libertad a la exponencial de los reg-
ulares. De la teorfa de core models, sin embargo, se sabe que GCH es compatible con la
existencia de cardinales grandes (incluso, de Woodin).

Dem: Informalmente, P serfa una clase de funciones (Reg es la clase de los regulares):

P={pe H Add(n,F(fs)) :V) € Reg (I{ (k,(e,8)): 6 < A, (a, 8) € Dom p(x) }I < )\) }
& EReg

! Como Coll(k, M), con & regular y A<F = X > k, colapsa ) a cardinalidad , preserva los cardinales <k
¥ los mayores que ), basta considerar el producto de Easton de Coll ((Ba)'*',:la.“). Esto hace en V[G]

que ((Ja)t)Y =Rpqy =28, Ver [11).
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con el orden natural.

La condicién que deben satisfacer las funciones en P sélo es restrictiva para A (debil-
mente) inaccesible.

Este es el producto de Easton de las nociones Add(x, F(x)). Por supuesto, P no tiene
sentido pues sus elementos.son clases propias. La definicién puede modificarse, para admitir
s6lo conjuntos como elementos, y esto es lo que haremos aqui:

P es la clase de funciones p cuyo dominio es un conjunto de regulares A, con rango en
I1.c.4 Add(k, F(x)) que satisfacen la condicién de arriba.

Omitimos la demostracién de que forcing con P satisface ZFC; [J1] y [TZ] proveen los
detalles. IP se comporta como si fuera un conjunto para lo que nos concierne.

Para p € P y A regular sean p* = p [{,.x<a} ¥ P°* = P [{x:x>2}, de modo que
p = pSAUp> ysean PA = {p=:ip € P} y P>* = {p>*:p € P}. Asf, PS* es el
producto de Easton de los Add(k,F(x)) con & regular < ), y P> es el producto de
Easton de los restantes.

Lo importante aquf es que P es isomorfo a P<* x P>,

Lema 26. P= es At-cc.

(Sin GCH, esto vale para ) regular con 2<* = )).

Dem: Si p € P2X y d(p) = J{{s} x Dom(p(x)) :x € DomP=<*}, por definicién de
P |d(p)] < A Sea (pPa)acr+ una sucesién de elementos de PSA. Por el Lema 6, del
sistema A, (como 2<* = )) hay un X € M2 t.q. {d(pa):e € X} es un sistema A.
Sea r su rafz. 2/l < 2<* = ), as{ que por regularidad de At hay un ¥ € [X]x" con
Ve, B € YV (5, (4,8)) € 7 (pals)(8) = pa(s)(1,5)).

Es decir, los p, con a € Y son compatibles. [l(1.26)

Lema 27, P>? es A\*-cerrado.

Dem: P>* es ‘bien comportado’ De hecho, si C € [P>*]=* consiste de condiciones
compatibles, [ JC € P>*. Oar

El siguiente resultado se conoce como Lema de Easton, es fundamental en nuestro

argumento, y ha sido muy usado también en otros contextos.

Lema 28. [Easton] Sean IP una nocidn k-cc, Q una k-cerrada. Entonces, si G1 X Gz
es P x Q-genérico, toda funcidn f : A = V en V[G1 x Gs] estd en V[Gi] para A < &;
kg P es K-cc, y genéricos para P y Q son mutuamente genéricos.

Dem: Si T es un Q-nombre, € Q y

glF i 2P enumera una anticadena,

por induccién definanse (go)a<x € *Q ¥ (Pa)a € *Pt.q. o = ¢, Vo < K g1 IF (@) =P,
(usando que Q es x-cerrada). Entonces (pq ) €s una anticadena de P en V, de tamafio &,
una contradiccién. Por tanto, kg P es k-cc.

Que los genéricos para P y Q sean mutuamente genéricos quiere decir que si G1 es
P-genérico y G es Q-genérico, G; es de hecho P-genérico sobre V[Gs], cf. los comentarios
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en el capitulo 0 luego de la definicién de forcing iterado. Pero G es P-genérico sii es
un filtro que intersecta toda anticadena maximal ([Sh3], cap. I). Como @; es P-genérico
sobre V, sigue siendo un filtro en V[G;]. Si A € V[G;] es una anticadena maximal de P,
(J4] < £)VIC2]l y, como Q es k-cerrado, A € V. Entonces A N Gy # 0, y Gy es P-genérico
sobre V[Ga].

Sea A < k. Como todo conjunto est4 en biyeccién con un ordinal, para mostrar que
(AV)VIG:1xGal = (AV)VIGi] basta ver que (*ORD)VIG:%Gal = (AORD)VIG1], Supongamos
que V[G1 x G3] = f € *ORD. V[G: x G3] = V[G1][Gz2] = V[G:][G1], asf que sea T un
P-nombre sobre V[G3] para f. Como P es s-cc en V[G3], podemos codificar a 7 como una
funcién ¢, de P en ORD (con rango los valores posibles del rango de la funcién que
nombra), |¢;] < £. Como Q es s-cerrada, esto implica 7 € V. Or2s) \

Si P no preserva cofinalidades, sean G P-genérico y § > w regular (en V) t.q. A =
cf(6)VIG) < . ) es regular en V[G] y por tanto en V. Como P = PSX x P>, podemos
escribir V[G] = V[G1][G2] con Gy P<*-genérico sobre V y G, P>*-genérico sobre V[Gy].
Si f: A = 6 € V[@] es cofinal, por el lema de Easton f € V[G;] implica que ahi § no es
regular, pero esto contradice que P<* sea A*-cc (At < 6, porque 6 es limite), y por tanto

preserva cofinalidades > A¥.
Sean p regular y G P-genérico. P & PSP x P>, De nuevo por el lema de Easton todo

subconjunto de p en V[G] estd en V[G,], donde G; x G3 y G se corresponden como arriba.
Entonces (2°)VI6] = (2#)VIG1l, Como

[P=<f| <

II Add(sF9)
6€Reg N[w,r]

< II 2°F6)<° =Fp),
6€Reg N[w, p]

por GCH (recuérdese que cf F(6) > 6), y (F(p)?)? = F(p) también por GCH, por el Lema
14.c) (27)VIG] < F(p).

Para la desigualdad faltante, haciendo Ag, = {a < p:3p € G(p(p,(2,B)) = 1)}
(B < F(p)), si B <« < F(p) entonces Ag , # Ay ,, y tenemos F(p) subconjuntos distintos
de p en V[G].

Luego, (2° = F(p))V[G].

Sélo hace falta mostrar que SCH vale en V[G]:

Sea  singular. Si f : fx & & € V[G], entonces f € V[G:] donde G; es P<~_
genérico. Si (29" < £)VI entonces F(cf k) < k y (5 *)VIGl = (k= #)VIG1] < (2%)VIG] <
(F(cf )" = 2% = kt (por GCH), otra vez usando el Lema 14.c).

Esto completa la prueba. D(gy)

4. Con(—-SCH).

En la seccién anterior mostramos que la exponencial es en esencia arbitraria, al res-
tringirla a los regulares. El modelo construido satisface SCH, asf que en los singulares no
da ninguna libertad. En contraste a todo lo mostrado hasta ahora en este capftulo, nos
proponemos construir un modelo donde SCH falle. Por el resultado de Silver, por supuesto
buscaremos un contraejemplo de cofinalidad w.
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a. Con(3k k medible y 2" > k).

Comenzamos con un resultado, también debido a Silver ([Sill), que nos permitird cons-
truir el contraejemplo: Asumiendo la consistencia de un supercompacto es consistente que
haya un medible que contradiga GCH.

Teorema 32. [Silver] Si k es k¥ t-supercompacto y 2* = x*, entonces hay un poset P
con

IFp & es medible y 2%=k**.

Observacién. El resultado de Silver vale con xt-supercompacidad, pero la prueba es
més complicada que la que presentamos.

Seguimos [Ba), ver también [J1]. Usaremos un forcing de tipo Faston inverso (reverse
Easton). La razén del nombre es que si P es el forcing de Easton usual, como en la seccién
anterior, P & P<" x P>*, donde k es regular, y una extensién P-genérica puede verse
como primero forzando con P<*, y luego con (P>*)V. Si forzdramos con P<* y luego
con (P>*)VIGl, donde G es P<"-genérico, casi con seguridad colapsarfamos cardinales, y el
trabajo hecho por P<* ‘se perderfa’. Asf que forzar con P deberfa pensarse como forzar
primero con P>* y luego con P<* (en el sentido de V o de V[G], no habria problema).

En el forcing de Easton inverso precisamente no hacemos esto. La siguiente demostra-
cién en general es sencilla, excepto por un detalle técnico que omitiremos, pero que puede
encontrarse en [Ba).

Dem: Sea j : V =% M testigo de la x**-supercomy acidad de . P = P,y es una
iteracién de x + 1 pasos, dada por:
Py = {0}. Si se tiene Py, sea Q4 t.q.

IFo ft, es el menor regular ZSupﬂ<aN;g+3AQa=Add(ﬂa,fi:f);

y 81 o es limite sea

lim Pg si @ no es fuertemente inaccesible
b 4 ﬁ<a

Iim Pg sisfloes

—f<e

Po =

(si & va a ser medible, y 2° > «k*, debemos tener 2* > ut para muchos cardinales
p < k. Al tomar limite directo en los limites no inaccesibles evitamos colapsar singulares,
y la condicién sobre el tamafio de fi, evita que se superpongan, quizis anuldndose, las
violaciones a GCH que se van obteniendo —y también evita que en los singulares se
presenten problemas con SCH ‘antes de tiempo’—. No es necesario modificar la exponencial
en tantos cardinales; [J1], p. €j., s6lo se preocupa por los inaccesibles).

Sean G = Gy+1 Pr1-genérico sobre Vy Go = {p [ :p € Gry1 } para a < k.

Afirmacién. P, es s-cc, [Pa| < & para a < &, |Ps| = &, IFy fr,. =K.

Dem: Dividimos la prueba en un par de lemas:
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Lema 29. Suponga que P es A-cc, |[P| < &, s<* = & y IFp 1Q| < k. Entonces
P+ Q| < .

Dem: S.p.d.g. Ikp QCk. Sea p € P. Basta ver que |[{g:pIF qEQ}I < k. Asi, para g
t.q. p Ik q€ Q sea f¢ € *V una funcién que asocia con cada a una anticadena maximal
de {r e P[, :r - qZ=a}. Como P es Xcc, [{a:f(a) # 0} < A, asf que a lo més
hay k<* = k de tales funciones fi- Si f3 = f;, entonces p I 44 =49, y el resultado se
sigue. D(ng)

Por induccién, si |a| < &, |Po| < & ¥ IFa f,<k. Esto es inmediato del lema para o
sucesor, y es claro (x es medible en cada paso, y los inaccesibles ‘grandes’ se preservan,
por el Corolario 6) si a es limite.

Como P, =lim P, |Px| = k.
—a<ln

Lema 30. Suponga
a) Po=1lim Pg.

b) Si B < a entonces Py es k-cc.
c) Sidfa=k,{f<a:Pg=lm P,} es estacionario en a.
—y<p

Entonces P, es x-cc.

Dem: Sean p,q € Pq t.q. suptp Usuptq C B < a, p [g]lp, g [s. Entonces basta definir
T = p7(Ly),e[,a) donde p € Py es extensién comindep [gy g |g, y r extiende a p y g.

Asi, por contradiccién supongamos que A es una anticadena en P, de tamafio x. Como
P, es el limite directo de (Pg)g<a, 81 p € Py, 38 < a(suptp C ). Si cf @ # &, hay un
Be[A]"yun f < at.q.Vp e B(suptp C ) [Si fa < &, tome (By)y<ct o cofinal en a,
By = {p€ A:suptp C f,}, y alguno de los B, debe servir como B. Si cf a > &, liste A
como (py)y<pu, donde £ < p < k*, de modo que § < v implique | Jsuptps < |Jsuptp,, y
tome B = { p,:v < £ }]. Entonces, por el pirrafo anterior, {p [4: p € B} contradirfa que
Pg es k-cc.

Si cfa = k, liste A = {pg}g<x, ¥y sea (ag)s continua, creciente y cofinal en a. Sea
f : & = & la funcién dada por f(f) = min{~: supt(pg [ap) C ay}. Como, por

hipétesis, {A:Pg = Hﬂ P, } es estacionario en o, f es regresiva en el estacionario
7<B

{B:P es limite y Po, = ].{3 P, }, asf que por Fodor es constante en un estacionario,
r<ag

digamos S, f“S = {v}. S.p.d.g. (sélo importa que |S| = &) f1,02 € S, p1 < Bz implican

supt pg, € ap,. g
Por la k-cc en Po,, hay $1,8: € S con pg, [a, || Pps [a, (B1 < B2). Sea r extensién

comiin (en Py, ) y defina g € P, por
3 r(B) i B < oy
q(8) = § pp.(B) sip € [ay,ap,) .
ppz(B) sip € [ap,,a)

Entonces g extiende a pg, y pg,, lo que es una contradiccién. [(1a0)
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Corolario 13. Si x es Mahlo, [Pg| < kVB < xk y Pg = 11'_1:1; P, cuando B < & es
7<B
fuertemente inaccesible, entonces P, es s-cc. UO(c1s)

Como & es medible, es Mahlo, y por el corolario P, es s-cc, asi que I, kKes regular,
y por tanto Ik feo=k. Oag

Como a < k implica |P,| < k, s.p.d.g. Po € V,Va < &, asi que j es la identidad en
cada Py y j(Pq) = Po.
En M j(P) es una iteracién de j(x) + 1 pasos, (]P’y)asj(,‘).,.], yP¥M =1lim PM=

—ra<lk
im j(Py)=lm P,=P,.

—ra<lls —Fa<lx

De hecho, P,’:’I_l_l = P.41: Sean p € Py, § € DomQy t.q. plFx §€Q, . Por la k-cc de Py,
ktt = (k*t1)VIGs], Entonces p I, Domgcrxk*t, 14| <. Luego, por la k-cc, podemos
hallar un D € [k1+]<* t.q. pIFx DomgCD. Si & € D, sea Ai’i una anticadena maximal de
{reP;|, :rlFqla) =i}, i € 2, y nétese que si (Ail’i)(a,i)epxz = (AZ:,-)(,,,,-), entonces
plFaq=q;.

Como « es k™ -supercompacto, LAV C M, y en M estén todas las sucesiones (Aq,:)
posibles, asi que ]Pﬁ’_fi_l = IP,+1, pues sus elementos estdn determinados por tales sucesiones.

Por tanto, G es PY ,-genérico sobre M.

Lema 31. Sean M, N modelos internos (de ZFC), M CN ="M C M. SiP € M es
una nocién de forcing (kt-cc)N y G es P-genérico sobre N, N[G] |= *M|[G] C M|G].

Dem: Basta ver que (*ORD C M[G])NIG], por eleccién. Como arriba, por la k*-cc de
P todo P-nombre 7 en N para una k-sucesién de ordinales corresponde a un P-nombre asf
m'en M. Oay

Se sigue que *** M[G] C M[G]. .
Seap=x+1. En M, P%‘) o ]P’l]f-r *]P’ffj(”). El orden de P,f,lj(,‘) es definible en M[G], y
por tanto en V[G].

Afirmacién. Sea P, una iteracién de a pasos. Si k es regular no contable, f < a, Pg
es k-cc, Yy € [B, )
IFy Q, es k-dirigido cerrado

y P, paray € (6,0q] Ilhll't;), es el limite directo o inverso de (Ps)s<., siendo inverso cuando
cf v < K, entonces
IFg Pg,o es k-dirigido cerrado. [ay)

Este es el detalle més técnico de toda la demostracién, y omitimos su prueba.
Lema 32. ]P’I]fj( uy €8 rtt+-dirigido cerrado en V[G].

Dem: SiAC ]P’f () todo subconjunto finito de A tiene cota inferior en A4, y |A| < st
entonces A € M[G], de modo que tiene una cota inferior pues en M[G] ]P’%j( ) €8 rHtt.

dirigido cerrado. [(132)
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Lema 33. Si A = {q" :dpe G(g= J(p)) }, todo subconjunto finito de A tiene una
cota inferior en A.

Dem: Sean p; € Gy gi = j(pi) parat < n. Sip € G es extensién de los p; y ¢ = j(p), por
ser P, un limite directo, suptp C C U {k} para algiin C acotado en . Por elementaridad,
suptg Cj(C)U {j(r)} =CU{j(x)} y p [x=q [x.

Como p € M, pUg* € P}, y como g(k) = 1., pUg* < ¢ < g;, asl que pUg* < pUg!
(: < n), y por definicién del orden de ll”ﬁ'{j(ﬂ), g* < gf (i<mn). Oas)

Entonces, definiendo A como en el lema, A tiene una cota inferior qo € lP’ﬁl]( u)» Por
el Lema 32. Sea H PM ()" Eenérico sobre V[G] con g € H, y sean Vi = V[G], M; =

M [G][H] Por el Teorema 24, hay una extensién j* : Vi —+ Mj de j. El problema es
que 7* no necesariamente es deﬁmble en Vi, sino en V1[H]. Asi, para mostrar que k es
medible en V; (que es donde vale 2 = k), vamos a exhibir una medida:

Como es usual, Y = {X C k:z € V1 Ak € j*(X) }. Por el Lema 32, todo subconjunto
de k en V;[H] estd en V1, as{ que U es una medida sobre x en V1[H]. Pero Ik, 4 2% = sttt
ya que Ik, 2% = k% (por hipétesis) y IF, Q. =Add(k,k*), asf que V1[H] = U] < st, y
de nuevo por el Lema 32, Y € V;. Esto completa la prueba. O(tsz)

b. Cambiando Cofinalidades.

En esta seccién explicamos una técnica debida a Prikry que permite cambiar la cofi-
nalidad de un medible a w sin colapsar cardinales. Como se comenté en el capitulo 0 y
se mostraréd luego, cambiar la cofinalidad de un cardinal sin colapsarlos requiere suponer
la consistencia de cardinales grandes mds alli de los inaccesibles (y en realidad es nece-
sario asumir que es consistente un medible). Usando condiciones definidas en términos del
orden < introducido por Mitchell, Magidor [Ma4] (1978) y Gitik [Gil] (1984) mostraron
cémo cambiar la cofinalidad de ciertos cardinales grandes & a cardinales > w, y Gitik dio
aplicaciones de su método en las que cf kK de hecho no cambiaba. La técnica més usada
para agregar sucesiones cofinales a cardinales grandes sin ‘destruirlos’ por esto es el forcing
de Radin, que trataremos en el capitulo 4.

Def. 36. Sean k un cardinal (qu asumiremos medible en el teorema) y F un filtro
sobre k que contiene a [a,&)Ve < k. La nocién de forcing de Prikry asociada a F' es
Pr = [5]<% x F con el orden

(s,A) < (t,B) <=t es segmento inicial de s y AU (s \¢) C B.

Se espera que [Py afiada sucesiones cofinales de tamafio w a &, y las condiciones expresan
restricciones en tales sucesiones: s seria un segmento inicial de la sucesién, y A indica de
dénde pueden escogerse los elementos restantes. Esto explica la definicién del orden.

Lema 34.
a) Si(s,A) || (t,B) entonces s es segmento inicial de t, o viceversa.,

b) Pr es st-cc.
c) Si G es Pp-genérico, z¢ = |J{ s:3A ((s,A) € G) } es un conjunto cofinal de & con
tipo de orden w.
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Dem: Sir € [k]<“ es tal que s y ¢ son ambos segmentos iniciales de r, necesariamente
uno de los 2 es segmento inicial del otro. Esto prueba a).

b) Sélo hay k<“ = & posibilidades para la primera coordenada de una condicién, y
cualesquiera 2 condiciones con igual primera coordenada son compatibles.

c¢) £ es no acotado (y por tanto su tipo de orden es por lo menos w) pues A, =
{ (s,A) ePp:3B € s(B > c) } es denso en Pp para cada « < k, ya que dado (s, A) € Pp,
(sU{7},4) € A4, donde v € [méxs + & + 1,£) N A, es una extensién. Por a), el tipo de
orden de z€ tiene que ser w. O(Lsa)

Lema 35. Si k es medible, U es normal sobre k, (s,A) € Py, y ¢ es una férmula
(con nombres como variables libres), hay un B C A, B € U, t.q. (s, B) decide a ¢ (i.e.,
(s,B) IF ¢ o (s,B) IF ).

Dem: Consideremos

f:[A\ (méx(s) +1)] S
’ H{ 0 si EIXEU((sUt,X) Il-tp) N

1 sino

Por el Lema 12, de Rowbottom, hay un B C A\ (méx(s) + 1), B € U, homogéneo para
f. Para este B, (s, B) decide ¢:

Por contradiccién, si no es asf, hay extensiones (¢;, B;), ¢ € 2, de (s, B) t.q. (t0, Bo) IF ¢
¥ (t1,B1) IF ~. Escribamos t; = s U#, con #' € [B]<¥. S.p.d.g., [t°| = |t!], pero esto
contradice que B sea homogéneo para f. [1ss)

Teorema 33. [Prikry] Si x es medible y U es normal sobre k, entonces, para cualquier
G Py-genérico, Vy = vyl , los cardinales de V' y V|G| coinciden, y cf VIl (k) = w.

Dem: Sea X € V[G], X C A < k. Mostremos que X € V: Sea (s,A) € G t.q.
(s,A) IF Xc, donde X es un nombre para X. Sea (s',A') < (s,4). Por el lema, para
cada a € ) sea (s',AL) < (s, A’) una condicién que decide & € X. Sean A" = Naex4h
yY ={a€A:(s',A") IF a€X}. Entonces (s', A") I X=¥, y como (s', A’) € Py [(s,4) era
arbitraria, (s, A) IF XeV.

Médulo una biyeccién ¢q : Vita = Jo (en V%, como & es inaccesible, esto implica que
VX[G] =V, para u < k y, como k es limite, VX 6l = V. Esto muestra que Py, preserva
todos los cardinales < k. De nuevo por ser « limite, Py preserva k, y como Py es kt-cc
por el Lema 34.b), preserva todos los cardinales (> k).

Que fVI% (k) = w es inmediato del Lema 34.c). O(rss)

c. Con(—~SCH).

De los resultados anteriores es claro cémo cumplir nuestro objetivo:
Teorema 34. [Prikry-Silver] Con(3x x**-supercompacto) — Con(—SCH)

Dem: Sea k sT+-supercompacto en V. Por a., hay una extensién genérica V[G] de V
en la que x es medible y 2 > s*. Por b., hay una extensién genérica V[G][H] de V[G]
en la que k es singular (de cofinalidad w), no se introducen subconjuntos acotados de «,
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y se preservan los cardinales. En esta extensién & es aun limite fuerte (pues si p < «,
(2°)VICIH] = (2#)VIC] < £, porque & es inaccesible en VI[G]) y % = 2% > kt, obteniendo
un modelo donde SCH falla. rsy)

Para conseguir una falla en SCH no es necesario que nuestro contraejemplo sea limite
fuerte:

Corolario 14. Con(3x x**-supercompacto) — Con(Ik27* < k < k+ < % < 2%)

Dem: Consideremos el modelo anterior, y por simplicidad llamémoslo V. Sean & el
contragjemplo que obtuvimos y A = k' *(= 2%), y forcemos con P = Add(w;,AT). Si
G es P-genérico, V[G] | 21" = 2¥ = w; < k < kT < XA < At < 21 < 2% Como
Add(w1, M%) es w;-cerrado, no agrega funciones de w en V, y en particular V[G] | A =
ot — K,Cfx. D(Cl4)

Por supuesto, para los resultados de esta seccién sélo es necesario asumir

Con(3x medible (2" > &1)).
Esta hipétesis (la existencia de un « asf) es mucho més débil que la existencia de un
kt*-supercompacto, y en los capftulos 3 y 4 veremos que es de hecho equiconsistente con
—SCH.

5. 0! y el Lema de Cubrimiento.

El lema de cubrimiento es un resultado extraordinariamente importante por su impacto
en el desarrollo de la teorfa de conjuntos. Muestra que ~SCH requiere de cardinales

grandes, y establece una condicién que determina si V y L son estructuras ‘parecidas’ o
muy diferentes. Omitiremos varias de las demostraciones, y sélo presentaremos una idea

de algunas otras.

a. Indiscernibles para L.
Def. 37. [Ehrenfeucht-Mostowski] Sea M una estructura. (X, <) es una familia de

indiscernibles para M sii X C M y para toda férmula ¢(zo, ..., Z,) en el lenguaje de M,
¥y cualesquiera tuplas (ao,...,axs), (bo,...,bs) de X <-isomorfas,

M = ¢lag, ..., an] <= M = plbo, . .., bn].

Este es un concepto muy usado en teorfa de modelos. De nuevo, hacemos referencia a
[ChKe].

Los resultados de esta seccién generalizan apropiadamente para core models mayores
que L, y en el capitulo 3 explicaremos esta idea.

Def. 38. “0! (0 sostenido) existe” denotaré (por el momento) la afirmacién

a) Si k < A son cardinales no contables, L, < Lj.
b) Hay una tnica clase S de ordinales que contiene todos los cardinales no contables

y t.q. V& no contable
1) SN & tiene tipo de orden k. Si & es regular, SN & es club.
2) SNk es un conjunto de indiscernibles para (L, €).
3) Todo a € L es L.-definible con pardmetros de S N .

Los elementos de S se conocen como Indiscernibles de Silver para L.
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Teorema 35. [Kunen| Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) 3j: L= L.

2) 3X ordinal limite ((Lx, €) tiene un conjunto no contable de indiscernibles).
3) 3e, P ordinales limite, 3j : Ly — Lg (crit j < |a]).

4) 0% existe.

En la introduccién mencionamos que 0! era un subconjunto de w. Mediante una
godelizacién de las férmulas, esto se consigue (re)definiendo 0 de modo que podremos

mostrar que, si existe,
0" = {7 L, gl Nal ).

Aci, "o es el ntimero de Godel de p(zy,...,z,) (bajo alguna godelizacién preestablecida)
¥y, por supuesto, asumimos que el lenguaje ha sido formalizado en la teoria. Mas adelante
haremos explicita esta definicién, y probaremos la ‘equivalencia’ de ambas.

Supongamos que 0% existe. Entonces L, < L V& no contable (generalizando en la forma
obvia el teorema de Tarski de que las extensiones elementales se preservan bajo uniones.
Esto es un esquema, pero dentro de una frase veremos que puede escribirse formalmente),
y podemos definir satisfaccién para L:

Si ¢(zg,...,Zs) es una férmula y ag,...,a, € L,

L = ¢(ao,...,an) sii 3x(x es no contable, @ € Lx y Lx = ¢(ao,. .. ,as)),
y podriamos haber remplazado el 3 por un V. En particular, si ¢ es una sentencia,

LEg¢ ¢+ Ly, Fe.

[J1] trae una consecuencia, interesante: Si k = wy, {T@': Ly, |= ¢} € def(Ly) C L. Luego,
por el teorema de Tarski sobre indefinibilidad de la verdad, ni w; ni ningtin otro cardinal
no contable es definible en L (y, en particular, V # L), o tendrfamos una definicién de
verdad en L.

Lema 36. Suponga que 0! existe.

1) Todo conjunto construible definible en L es contable.
2) Todo cardinal no contable es Mahlo en L.
3) Sea k un cardinal. |[PY(k)| = . En particular, sélo w reales son construibles.

Dem: 1) Si z € L es definible en L, sea ¢ una férmula que lo defina: L |= Vy ((y)
= z). Entonces L = Ilyp(y), y L, < L es modelo de esta férmula. Sea z’ € Ly, un
testigo. De nuevo, como Ly, <L, z = z'.

Entonces todo conjunto de L definible en L estd en L, , y por tanto es contable.

2) Si k = wy, (k es regular)l'. Si x = Ry, (x es limite)’. Como todos los cardinales no
contables son indiscernibles para L, si ) es no contable y, de hecho, si A es un indiscernible
de Silver, () es inaccesible)t. Sea S la clase de los indiscernibles de Silver. S Nw; es club
en wq, asf que wy es Mahlo en L. Como con la propiedad de reflexién de los medibles, esto
muestra que si A € S, (A es A-Mahlo)™.
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3) kt es inaccesible en L. [(L36)

Se puede decir aun més, pues la existencia de 0 implica que los cardinales no conta-
bles poseen en L. més propiedades de cardinales grandes (en especial, propiedades de tipo
Ramsey), pero la existencia de medibles, e incluso de cardinales Ramsey, implica la de 0%,
y estas propiedades no se reflejan en L, lo que impone un limite.

Def. 39.

1) Un conjunto X de férmulas es un conjunto de Ehrenfeucht-Mostowski (E-M) sii
JX ordinal limiteIM = L) 31 (I es un conjunto infinito de indiscernibles para M
y X es el conjunto de férmulas ¢(Z) t.q. M |= (a@) para alguna [o cualquier]
sucesién @ creciente en el orden de M —el orden de sus ordinales, los z € M t.q.
(z es ordinal)™— de elementos de I). En caso de que ¥ sea como arriba para M
e I, decimos ¥ = X(M, I).

2) Sea ¥ E-M. Un (X, a)-modelo, donde a es un ordinal infinito, es un par (M, I)
t.q. ¥ = X(M, I), el tipo de orden de I es a y M es generado por I, es decir, M
es la clausura de Skolem de I.

Lema 37, Sean Y EMyw<a<p.
a) Existe un (X, a)-modelo.
b) Si (Ma,Is) es un (X, o)-modelo, (Mg, Ig) es un (X, 8)-modelo y h : I — Ig
preserva el orden, hay una sumersién h : My —5 My que extiende a h. Si
B = a y h es sobre, h es un isomorfismo de M, sobre Mg. En particular, un
(2, @)-modelo es iinico salvo isomorfismo. [(137)

Para una demostracién, ver [D], cap. V. Los resultados que siguen son tomados de [D]
y [J1].
Def. 40.

1) Sea X E-M. Un (X, a)-modelo (M, I) es notable sii I es no acotado en los ordinales
de M y, para (ig)s<a la enumeracién creciente de I, todo ordinal de M menor
que i, estd en la clausura de Skolem de {i,:n <w}.

2) Un conjunto E-M I es no acotado sii para todo término de Skolem ¢(zq,...,Zs)
3 contiene la férmula en n + 2 variables

Si #(Z) es un ordinal, entonces (%) < zn41-

3) X es notable sii es no acotado y para todo término de Skolem #(Z,7), ¥ contiene
la férmula

Si ¢(Z, ) es un ordinal < yp entonces #(Z,¥) = #(Z, 2).

Lema 38. Sea ¥ E-M.
a) X es no acotado sii Vo > w el (X, a)-modelo es no acotado sii o > w t.q. el
(2, a)-modelo es no acotado.
b) X es notable sii para todo (o algiin) a > w el (¥, a)-modelo es notable. [(y,3s)
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Def. 41. Sea ¥ E-M. X es bien fundamentado sii todo (X, a)-modelo lo es.

Lema 39. ¥ es bien fundamentado sii para todo a € [w,w) el (X, a)-modelo es bien
fundamentado sii existe un a > w; t.q. el (¥, a)-modelo es bien fundamentado. O(r39)

Supongamos que (M, I) es un (X, a)-modelo bien fundamentado. Como M = L para
algtin A limite, su colapso transitivo es un L, (por condensacién, Lema 20.b)).

Lema 40. Si X es bien fundamentado, hay un (X, k)-modelo transitivo con universo
Ly V& no contable, (L, I:). Sik < A, IxNk = I, y la clausura de Skolem de I, en L) es
Ly (por tanto, Ly < Ly). O(p40)

Para definir 0% requerimos de un lema més:
Lema 41. Hay a lo m#s un conjunto E-M bien fundamentado y notable.

Dem: Sea Y como en la hipétesis, y definamos S = | J{ I, :x cardinal no contable },
donde los I)c son como arriba. No es dificil mostrar que .S es como en la definicién de 0* (de
hecho SN« es club V& no contable), excepto tal vez por la unicidad. Como 8, € SV¥n > 1
y Ly, es el (universo del) (X, R, }-modelo transitivo, p(z1,...,2,) € T sii

L, o, Ral,

y ¥ es tinico. [l(r41)

Def. 42. 0! es el conjunto de los niimeros de Gédel de las férmulas del finico conjunto
E-M bien fundamentado y notable, si existe.

Lema 42. Las dos definiciones de 0' son equivalentes (es decir, de ZF'C se deduce que
las dos versiones dadas de “0% existe” son equivalentes).

Dem: La nueva definicién implica la antigua, pues S (definido como arriba) es como
en la otra definicién, excepto tal vez por la unicidad. Basta mostrar, entonces, que hay a
lo més un I club de indiscernibles para L, donde & es regular, t.q. L, es la clausura de
Skolem de I. '

Supongamos, entonces, que I,  son asi. Si ¥ = (L, I), X es notable porque I es club,
y como es no contable, no es dificil ver que es bien fundamentado (.S' N I es infinito, asf
que ¥ = X(Ly, SNI) = 5(Lx, SNk)). Entonces 0 es el conjunto de niimeros de Godel de
las férmulas en X, por unicidad, y como (L, I) es €l (X, £)-modelo, I = S N &.

Reciprocamente, si los (L )x>x, son una cadena elemental, y existe una tinica clase S de
indiscernibles de Silver (para L), (Lw,, SN X;) es un modelo bien fundamentado y notable
con w; indiscernibles. [(142)

Observacién. 0! no sélo es finico (médulo la godelizacién escogida). Puede mostrarse
que es absoluto: Si M es un modelo interno, M = 0F existe, sii 0 € M y (0#)M = 0. Esto
se debe a un importante teorema de Schoenfield y Levy que establece que los subconjuntos
I1? de w son absolutos (de hecho, las relaciones IT}(a), donde a € “w N M), pues 0 tiene
una definicién 112 (ver [K] o [J1]).

Como corolario, forcing con conjuntos no puede ‘crear’ a 0%, es decir:
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e SilP € M es un poset, M un modelo interno de ZFC (o un modelo contable transitivo),
G es P-genérico sobre M, y M|[G] |= 0} existe, entonces M |= 0F existe.

Dem: Como P no cambia los cardinales > ( |]P’|+)M, 81 (Ya)a<w €8 una sucesién creciente
de cardinales en M mayores que (|1P|+)M, 0'={"¢":L,, Eelr,..., 1]} € M. O

Respecto a forcing con clases propias la situacién no es del todo clara. Aaron Beller, en
trabajo a comienzos de los 80 (ver [BelJeW] cép. V), mostré que tampoco es posible crear
por este medio a 0! para una amplia variedad de nociones:

a C ORD es genéricamente-sensible sobre M, modelo interno, sii hay una clase P t.q.
(M, P) es sensible (ver luego del Lema 20), Ip restringido a férmulas X,, (para cualquier
n) es definible en (M, P), y hay un G PP-genérico sobre M con a € M[G].

Entonces 0% no es gendricamente-sensible sobre L. Ademis, el resultado principal de
[BelJeW] es que, bajo condiciones razonables, hay una extensién del universo (por una
clase propia P) t.q. si G es P-genérico,

VIG] k£ V = Lid]

para algin a € P(w)VIG (ver la seccién ¢ para la definicién de L[a]). Usando esto, resulta
la afirmacién sobre 0%. Friedman [Fri2] extendié este resultado, pero en MK, trabajando
con hiperclases (clases de clases).

El trabajo de Beller va més alld, explorando nuevas interpretaciones de la pregunta sobre
la genericidad de 0¥, La motivacién inicial fue una conjetura de Solovay: ;Si 0% ¢ Lia],
a C w, debe a ser genérico (i.e., pertenecer a una extensién genérica de L)? Un resultado
muy interesante entre los obtenidos por Beller es que, si 0% no existe, hay un a que no es
genérico (mediante un conjunto) para ningiin ‘modelo interno’ propio L[b] de L[a]. Esto
est4 relacionado con nuestra inquietud respecto a la definibilidad de V en V[G] (ver antes
de la definicién 25).

Teorema 36. [Jensen| Son equivalentes:
a) 0% no existe.
b) Si X C ORD es no contable, 7Y € L(X CY C ORDA |X| = [Y]).
[Por un teorema de Prikry, no puede remplazarse “no contable” por “infinito”]

Este es el famoso ‘lema de cubrimiento’. El Teorema 35 puede pensarse como si dijera
que en cierto sentido, si 0 existe, V y L son muy distintos, mientras que el 36 puede
pensarse diciendo que, si no existe, son muy parecidos.

Daremos en un momento una idea de las demostraciones. Por ahora, veamos algunas
consecuencias del Teorema 36, que refuerzan la idea intuitiva del parrafo anterior.

Corolario 15. Supongamos que no existe 0. Entonces
a) Sia > wp esregular en L, of a = |a].
[Por un teorema de Bukovsky, no se puede remplazar “a > ws” por “a no
contable”]
b) Si ) es singular, es singular en L, At = (A*) y, si hay un subconjunto de A no
construible, hay uno de u no construible, para algin p < A.
¢) SCH (7, en particular, Con(~SCH) requiere la existencia de cardinales grandes).
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Dem: a) Sean a como en la hipétesis y X C « cofinal. SeaY € Lcon X C Y C o,
|X| + w1 = |Y|. Como Y es cofinal en @, y « es regular en L, |Y| = |a| > w;. Entonces,
de |X| 4+ w;y = |Y| se sigue [ X| = [Y].

b) Sean A singulary p = (A*)L. Si p <A, |p| = A y of p < f A < ), lo que contradice
a).

Asi mismo, si A es regular en L, ¢f A = |A\| = ), una contradiccién.

Finalmente, si Vu < A (P(u) C L) entonces P(A) C L. En efecto: Sean X C )\ y
p = cf*()) < A Sean (ia)a<p € L cofinal en A y ¢ : A — Ly una biyeccién en L. Para
cada @ < p pe N X € L, por tanto po N X € Ly, y existe By € A t.q. 9(Ba) = pa N X.
SeaY = {fata<pu} SeaZe€eLconY CZCpuy|Z| <|V]|+w < )\ Entonces
p=|Z|* < ), y hay una biyeccién ¢ : Z — p en L. Como Y C p<AY*Y € Ly por
tanto también ¥ = ¢~1%()*Y). Como X = Ug ey #(B), tenemos lo querido.

c) Sea k singular, y supongamos 2% * < k. Queremos mostrar que I[K.]"f”l < k*. Si
Xe*"hayunY =Yx €L t.q. [Yx| =wi +cfky X C Yx C k. Entonces

W1 € UL I :Y € (] =) ).
Pero I[Y “f"l = (w1 + cf ) * = 2% < g, para todo Y como arriba, asf que
I[ﬁ;]cfnl <K (h',+)L =gt

(por GCH, ver la introduccién, y b). Sin usar b), por Konig esto nos brinda otra de-
mostracién de que (k)Y = x para & singular, que no usa a)). O¢cis)
El resto de la secién estd dedicado a un bosquejo de la demostracién del teorema 35.

Dem.: (Teorema 35) 4) — 3) y 4) — 2) son triviales.

4) — 1) pues si S es la clase de indiscernibles de Silver para L, cualquier ¢ : § — §
que preserve el orden puede extenderse a una sumersién § : L —+ L: A cada término de
Skolem #(au,...,ayn), con los a; en S, euvieselo en t(p(az),. .., tp(an)).

2) — 4) Puede mostrarse que si A es como en la hipétesis y & es no contable, existen o
e I C a con tipo de orden & t.q. (Lq, I) es notable.

1) »2)Seaj:L 3L,y definamos D = {X € L: X C critj A j(critf) € 5(X)}.
Sea A = critj. D no es un elemento de L (o L pensarfa que A es medible), pero (como
antes) podemos usarlo para definir una ultrapotencia de L, formalizable en (L,D). Esta
construccién, debida a Kunen, serd central en el capftulo 3. A diferencia de la situacién
usual, (L*/D){4P) en general no es bien fundamentado, aunque D sea L-)-completo (la
interseccién de toda f-sucesién en L de elementos de D estd en D, VB < A). Pero j factoriza
como en el Teorema 16: o

ip j
e [ N
(LA/D)TP) 25 L,
asf que en este caso sf lo es, y podemos tomar su colapso transitivo, que es L (porque

LEV=L).
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Luego, s.p.d.g., podemos asumir que § : L —4 L es generada por D, de modo que
critj = A y j(k) = K V& cardinal limite de cofinalidad > ).
Se definen las clases propias Up D U; D Uy D ... por

Ua=ﬂUp si o es limite,
<
Ust1 ={k €Ua:|UsNk|=k} ¥y
Uo = { k: k es cardinal limite, cfx > ~}.

Sea k € Uy,,. En (L, €) hay una coleccién no contable de indiscernibles: Como Jj(k) =k,
i i, =608k Y Li. Sean, para a < wi, Xq = Uy Nk y M, la clausura de Skolem (en
L) de AU X,.

M, = L.. Por condensacién y cardinalidad su colapso transitivo es L. Sean i, :
Lc — M, el inverso del colapso, y A\, = ta(A).

Entonces (Ag)a<w, €s la familia buscada de indiscernibles.

3) = 2) Sea j : Lo = Lg como en la hipétesis. Definiendo D, A y k como antes,
sip=xtyF={feL:f: - L,}, tomando la ultrapotencia de L, por D, M
(= {[fl:f € F}), (M,eM) es bien fundamentado, y su colapso es L,. Esto nos da una
sumersién ¢ : L, = Lyconi |y, : L, == L no trivial. Procediendo como antes tenemos
lo querido. [C735)

b. El Lema de Cubrimiento.

En esta seccién damos un bosquejo de la prueba del lema de cubrimiento de Jensen,
siguiendo [D], donde se usa una simplificacién debida a Magidor de la prueba original en
[DJe].

Dem: (Teorema 36) .+ Si 0F existe, R,, es inaccesible en L, asf que { R, :n < w } sélo
puede ser cubierto por construibles de tamafio R,,. Esto contradice b).

'—. Para las definiciones y resultados bésicos de estructura fina referimos a la secién 6
del capitulo 0.

Para cada férmula ¢(z,§) y o > 0, la Jo-funcién de Skolem para ¢ es A? : ™J, — J,
dada por h%()) =<o-mfnimo z € J, t.q. Jo | p(z,7). Si tal z no existe, suponemos
indefinida a h%(#) (0 0). Si A C Ja, HZ(A) es la clausura %, de A en J,: Su clausura
bajo todas las h¥ con ¢ X,. Sin >0, A C H(A) <p Ja. Sin=0,AC HZ(A) <1 Ja.
<, debido a la formalizacién del lenguaje, significa aquf, as{ como en la seccién anterior,
<n Vn € w.

Usaremos el siguiente resultado sin comentario:

Lema 43. Sia >0,0< < w, j: Ja S Jp ¥ ¢(Z) es X, entonces, si @ € J,,
7(h%(@) = r%(5(@)). DOras)

Esto es claro. Cabe anotar que contempla el caso en que h#(&@) no esté definida: Entonces
k% (7(d)) tampoco lo est4 (o ambos son 0).
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Asumimos conocida la construccién de limites directos para sistemas dirigidos (ver, p.€j.,
[K] pg. 9, 10). Estos son nicos médulo isomorfismo. Es facil ver que si

(Midier, (mij)ics)

es un tal sistema, con limite (M, (m;)ier), ¥ mij : Mi EEL TN M, entonces m; : M; =5 M.
Procedamos ahora por contradiccién: Sea 7 el minimo ordinal t.q. existe un X C 7, X
no contable, y t.q. X CY € L implica |X| < |Y|. Fijemos un tal X.

Afirmacién. (7 es un cardinal)¥, |X| <7 ysiY € Ly |Y|" < r entonces Y no cubre
aX.

Dem: Siu<Ty@:p—7€L es sobre, sea X1 = p~1“X. |X3| = |X| > wy X; estd
contenido en p. Por minimalidad de 7, hay un Y € L con X; C Y7 C py |Xa| = Y1l
Entonces ¢“Y; contradice que X sea un contraejemplo.

Andlogamente, siY €L, |Y|* < 7y X CY, considerando una biyeccién 4 : p—+Y € L
con p < 7 tenemos una contradiccién.

|X| < 7, obviamente, 0 Y = 7 € L contradirfa la eleccion de 7. Tas)

La estrategia de la demostracién consiste en escoger, cuidadosamente, un M < J,
|M| = |X|, X € M. Por el momento, tomemos un M asi. Sea J, su colapso transitivo
(condensacién), y ® : M —+ J, el isomorfismo asociado. Entonces 7! : J, = T,y
como |X| < 7y X es cofinal en 7, v # 7 y 7! es no trivial. Por el Teorema 35, si
crit(7=1) = B y B < ||, 0! existe y tenemos una contradiccién.

Asf, podemos suponer 3 > |y|. Por la escogencia de M es posible hallar un § >  con
|6] > B y tal que hay una extensién ' de 71, =’ : J; =4 J,, de nuevo obteniendo una
contradiccién. M es tal que & puede hallarse de modo que Js sea el limite directo de un
sistema dirigido de estructuras en J,,. Por 7! este sistema permite definir otro en J. Si
su l{mite directo es bien fundamentado, su colapso resulta ser el J, de arriba, y 7~ puede
extenderse a 7' sin mayor dificultad.

Def. 43. Sea § > w limite. Si 7 € [w,wd), S§(n) es el sistema X;-elemental

((To(a))ie 1, (9i5)i<;)

donde I = ¥(n) es el conjunto de triplas (n,a,p) con 0 <n<w,a<nypeE [J5]<¥,
ordenado coordenada a coordenada (puntualmente), con [J5]<* ordenado por contenencia.

El sistema se define como sigue: Sea HF(A) la clausura X, en Js de A C Js. Si
(n,a,p) € I, entonces Hf(a Up) <a Js, y por condensacién hay un isomorfismo
: H} (e U p) Y Jp(,-)..

Sii<j, 0= aj'l o ;. Entonces o; : Jy(;) 5 s, ¥ 8 ) ol Joi)-

S2(n) se define andlogamente, sélo que ahora n esté fijo. S3(n) es Lyp-elemental.

Lema 44. Sea n con 0 < n < w. EI limite directo de S}(n) es Js. Sea M =
((N, E),(6:);) el limite del sistema

-1

')
o;

((Tm-10p(i))i> (771 0 03 )i<5)-
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Entonces hay una sumersién
-<
' Js —+n (N, E)

Si (N, E) es bien fundamentado, s.p.d.g. (N,E) = (J,,€) para algin v, y en ese caso
7l e =t el .

Dem: Es rutinario verificar que J; es el limite de S}(n). Si ¢ € J;5, ¢ = oi(z') para
algin 1 € If(n) y algin 2’ € J,(;). Siy' = n71(z') y n'(z) = 6i(y'), n' estd bien definido
(no depende de i) y, si n < w, es L,-elemental.

Para mostrar que es ¥4 1-elemental, tomemos ¢ II, t.q. (N, E) = Jy cp(y, m'(z)) y sea
y" € U un testigo. S.p.d.g. ¥’ = 6i(z). Como 6; es X,-elemental, Jr—10,0:) = ©(2,').

Pero y' = 7' 00! (z), y como 771 : J, =T
Jp(i) |= ay‘P(y: ai_] (1‘))
Si 2’ es un testigo, como a; : J,(;) =0 Js,

Js | ¢(oi(2'),2) o
Jé = ye(y, ).

En la otra direccién es anélogo.

Sin = w > k, tomando ¢ suficientemente grande en el argumento de arriba, 7’ resulta
2r-elemental.

Supongamos ahora que (N, E) es bien fundamentado. Entonces, s.p.d.g., NV es transitivo
y B =€|p2. Sea v t.q. NN ORD = wv. v existe porque ¢ es limite. Debemos mostrar
que N = J,: En la notacién del Lema 18, si « € M e ¢ € I son tales que z = 6;(z'),
z' € Jp—10pi), hayun p <7l op(i) yun m < w t.q. ' € Jym vy = = 0i(2’) € bi(Jy,m) =
Joy(py,m S U§<u,k<w Je,x = Jy (pues 6; 0 7! =7’ o 0y).

Reciprocamente, si ¢ € J,, ¢ € Ju m para algin 4 < v, m < w, y wu € N. Entonces
p = 6;(p') para algin ¢ y algin p' < 771 0 p(i). 0i(Ju,m) = Jai(u),m = Ju,m. Luego,
z € Ran8; C N, porque N es transitivo.

Por 1dltimo, supongamos entonces que N = J,,.

Sié <m i€ If(n) es tal que £ € a donde a < 7 es la segunda coordenada de i,
0i;(€) = £Vj > i, de modo que 0i(§) = € y (77 (0i;)) (771 (€)) = n~1(£). Entonces
w'(€) = 6i(w71(€)) = 771(€). Orag

La demostracién se completa mostrando que el M que buscamos se puede escoger, de
modo que si § > v, S¥(v) es tal que p(2) < yVi € I, y el imite del sistema asociado por
7! es bien fundamentado.

Probar este hecho es muy complicado, y no lo haremos acd. Hace uso de més resultados
en teoria fina de los mostrados en este trabajo. La idea es ver que se puede tomar M de
modo que si p(2) < 7Vi € If(y)Vd > v (6 limite) entonces (V, E), como en el lema, es
bien fundamentado; y luego verificar que la condicién en p(z) y 7 se cumple. Esto tltimo
es técnico pero més bien directo.
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La primera parte usa repetidas veces el Lema 44. Bésicamente, consiste en construir una
wi-cadena elemental continua (M), de subestructuras elementales, con My = H¥(X) y
lmite J,. La cadena se toma de modo que una falla de la buena fundamentacién implicaria
una falla en la construccién. Lo dificil de la prueba, por contradiccién, es mostrar esto.
Deben definirse varios sistemas dirigidos relacionados mediante sumersiones unos con otros.
Hay al menos 5 tipos distintos de sumersiones involucrados. El argumento depende de
un pardmetro n < w, y los casos n = 0 y n = w deben tratarse aparte, aunque las
modificaciones son pequefias (para n = 0 debe definirse otro sistema dirigido, similar a los
mostrados).

La demostracién original también dividfa en 2 casos el argumento, pero ahora segin
cf 7 = w o mayor. Aproximadamente la idea es la misma, sélo que si cf7 > w, no se

trabaja con «' : J; —+ J,,, sino con 7' : L TN O(rss)
El bosquejo presentado es muy répido. Pero, como ya hemos mencionado, el resultado
es muy importante, tanto que no podiamos pasarlo por alto. Y, como en varias ocasiones

a partir de ahora, la inclusién de detalles harfa que este trabajo se prolongara por otras w
péginas. En el capftulo 4 veremos generalizaciones y resultados similares.

c. Construibilidad Relativa.

La construccién de la jerarqufa (Ja)a, o de la original de Godel, (La)a, puede genera-
lizarse con facilidad. Consideramos ahora estructuras en el lenguaje L4y que, ademds del
sfmbolo € tiene otro A para representar una relacién.

Def. 44. Sea A una clase (no necesariamente propia).
1. Si z es un conjunto, def*(z) denota la coleccién de subconjuntos de z definibles
sobre (z, €, A N z) en el lenguaje L(4).
2. (La[A])e es la jerarqufa de los construibles relativa a A; ahora

Lot1[A] = def4(La[A]).
Como antes, Lo[4] = @, La[4] = Uy LalA] si A es limite, y L[4] = U, L.[A].

3. Siz esun conjunto, rud®(z) es la clausura de zU{z} bajo funciones rudimentarias,
y las funciones
f(@)=z;NnA (i<n).
4. Ju|A] = rud?(J,[A]). El resto de la definicién continua como antes. Al hablar
de J4[A], la pensaremos como la estructura asociada, (Ja[A],€,4 N Ja[A]). De
nuevo, L[A] = |, Ja[A4].

Nétese que no necesariamente A € L[A]. L[A] es un modelo interno de ZFC. De
hecho, hay un buen orden ¥; definible en cada Jq[A] con pardmetros, los La[A] y los
Ja[A] forman una sucesién continua y creciente, son transitivos, |La[A4]] = |a| si @ > w, si
ANL[A] = BNL[B] entonces L[A] = L[B], y L[4] = L[{ANL[A]]. Cada La[4], Ja[A] es
sensible. L[A] es modelo de V = L[B] (B = ANL[A]).

Condensacién vale: Si @ > w es lmite, X — L,[A], existe = : X —» Lg[B] donde
B = 7%ANX)y P es algiin elemento de . fy 7 son dnicos. Igualmente, si o > 1,

X =4 J,[A] implica X & Jg[B] con B, B como antes.
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En L[A] no necesariamente vale GCH. Si A C &, 2* = AT V) > & en L[A]. Ademis,
hay funciones ¥, de Skolem para cada J,[A], lo que permite reproducir bastante bien en
L[A] la teorfa de estructura fina de L.

c.a. Sostenidos.

En teoria de conjuntos es usual identificar los reales con P(w), [w]“ o “w. Puede
desarrollarse la teorfa de E-M conjuntos para a en analogia con lo hecho en la seccién a,
para a un real, haciendo ahora referencia a la teorfa de una estructura de la forma (Ls[a], €
1 (Zn)n<w; @, (€)e<a), § > o limite, donde los z, son ordinales crecientes, indiscernibles
para la estructura (Ls[a], €, a,€)¢<a, ¥ con esta teorfa puede definirse el correspondiente
conjunto a?. Estos sostenidos estdn intrfnsecamente relacionados unos con otros: Si I, es
la clase de indiscernibles para L[a], y a y b son reales, a € L[b] y b existe, entonces a?
existe e Iy C I,.

En teoria descriptiva, y bajo la hip6tesis de determinancia (en V), la clase I* = [, cu,, 1a
de indiscernibles uniformes, asumiendo que Va € “w (a’ existe), es muy significativa,
aunque aqui no profundizaremos en esto.

En completa analogia, cada vez que se habla de un sostenido para un modelo M, se
hace referencia a una clase de indiscernibles para M.
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Capitulo 2
Posibles CoFinalidades

Can we get any result when cf £ = Ry ?

()

We know nothing at present. The expected result
is that assuming the consistency of large cardinals,
R, may be strong limit, and 28« can be any Nq,
cf Ra > Ry,

(Saharon Shelah, [Sh2], 56.)

La cita se incluye aqui por el contraste que refleja: El mismo Shelah, apenas 2 afios
después de [Sh2], publicé un resultado donde hallaba cotas para la exponencial de cardi-
nales de cofinalidad w. En este capftulo presentaremos la teorfa que le permitié llegar a
tales cotas, e ideas de las demostraciones correspondientes. Serfa injusto no aclarar que
[Sh2], luego de la cita, comenta que, de todos modos, es interesante notar que, si cf a = Np,
a ={J, @, (an)n creciente, entonces cf([],,(Ra,, <)/D), donde D es no principal en w, es
menor que (2/*))*. Esta idea, mds desarrollada, y el énfasis en las cofinalidades de los ul-
traproductos de cardinales, vistos como conjuntos ordenados, es justo el tipo de resultados
que pueden hallarse con tal teorfa.

1. Fundamentos.

Como mencionamos en la introduccién, la teorfa de pcf surgié primero como una serie
de resultados més o menos aislados obtenidos por Shelah de su trabajo con dlgebras de
Jénsson, y luego, como una teorfa sistemética gracias al establecimiento en [Sh3] de cotas
para la exponencial, que hacfan parte de sus investigaciones en el lema de cubrimiento.

[Sh7] y [J2] son buenas motivaciones para su estudio, y [BuMa) y [Sh8] proveen los
detalles. Aunque usaremos [BuMa] en nuestra exposicién, seguiremos la notacién de Shelah
donde sea posible.

Si a es un conjunto (no vacfo) de cardinales, [ a significaré Il.calr<). Sil es un
ultrafiltro sobre a, [] a/U/ es linealmente ordenado.

Def. 45. Sea a un conjunto (no vacfo) de cardinales.

1. ) es una posible cofinalidad de [] a sii existe un ultrafiltro (no necesariamente no
principal) U sobre a t.q. [] /U tiene cofinalidad? X. pcf(a) es el conjunto de todas
las posibles cofinalidades de a.

2. J<a(a) = {b C a: para todo ultrafiltro D sobre a que contenga a b, cf([] a/D) <
A}. Omitiremos la mencién a a si es claro del contexto. Si f,g € [[a, f <Jax 9
sii { e fa) > g(a)} € Jc, ete.

2Explicitamente, cf(I, <) es el minimo p t.q. hay una familia (fa)a<p de elementos de I t.q. Vg €
I3 € pi(g < fa)- Esto no significa que haya una tal familia con tipo de orden p (en nuestro caso, sf), El
ejemplo usual es (w, <) X (w1, <) = M. cf(M) = w;, pero por supuesto no hay w; -sucesiones cofinales en
w X w; no decrecientes puntualmente.
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3. (I,<) es M-dirigido sii A C I y |4] < ) implican que hay una cota superior (en el
sentido de <) para A. Asi, dirigido es w-dirigido.

4. Si I es un ideal sobre a y [] a/I tiene una A-sucesién creciente y cofinal, diremos
que la cofinalidad de []J a/I es verdadera, y lo notaremos por tcf([] a/I) = A.

Supondremos a partir de ahora que a es infinito y que los cardinales en a son regulares.
Para los resultados que siguen, suele ser suficiente tomar mina > 2/%l. A menos que se
explicite lo contrario, nosotros supondremos |a|* < mina. |a| < mina serfa suficiente,
pero al trabajar con ultrafiltros no principales esto no representa diferencia.

o a C pcfa, minpcfa=mina, a; C az = pcf(a;) C pef(az), pef(a; U az) = pef(as) U
pcf(az).

Dem: Para ver que a C pcf a, basta considerar los ultrafiltros principales [que Shelah,
quizds con razén, llama no principales]. Por tanto, mfna > minpcfa. Nétese que [Ja
es (min a)-dirigido, pues los elementos de a son regulares, as{ que para todo ultrafiltro ¢
gobre a, [] a/U es (min a)-dirigido, y su cofinalidad es > mina.

También es fécil ver que a C b — pefa C pef b. En efecto, si A € pcfa, y [[a/U es
un testigo, cf(J]b/U’) = ), donde U’ es un ultrafiltro sobre b que extiende a . De la
misma forma, pcf(aU b) = pef(a) Upcf(b): 2 es por lo anterior. Para la otra contenencia,
recuérdese que si I es un ultrafiltro sobre a U b, uno de estos dos conjuntos debe estar en
U, digamos a. En tal caso, U’ = U N P(a) es un ultrafiltro sobre a, y cf([J(a U b)/U) =
cf(H a/L('). D(.) .

Teorema 37. Sea a = {\}ier, |a|t < \iVi € I, los A; (distintos y) regulares. En-
tonces

a) |pcfal < 2%,

b) Simina > |pcfal, pcf(a) = pef (pcf(a)).

c) pef a tiene un elemento maximal, méx pcf a.

d) cf(]]e) = méxpcfa.

e) Sia no tiene ltimo elemento, Sup a < méx pcf a.

f) VA€ pcfadby Cat.g. A =méxpc by ¢ pcf(a) ba).

g) Jc<x es un ideal. De hecho, es el ideal sobre a generado por los b, para p < A.

h) V) € pcfa existe una sucesidn (f))u<a <Jg,-creciente de funciones t.q. Vf €
[[edu<Atqg f< fﬁ‘ médulo el ideal generado por J<) y a\ ba.

i) tef([Iba/J<a) = A

Dem: b) pcf(a) C pef(pcf(a)) por . Para la otra direccién, sea A € pcf (pef(a)), como
atestigua el ultrafiltro D. Si p € pcfa, sea D, un ultrafiliro sobre a que lo atestigiie, y
definamos D* de modo que ‘promedie’ los D):

D*={AcCa:{pepfasAcD,}eD}.

Es fécil ver D* es un ultrafiltro. Para p € pcfa sea (ff)u<, <p-creciente y <p-cofinal en
II & (de modo que sus clases de equivalencia f/D son cofinales en [] a/D,. Para simplificar
la notacién, usualmente confundiremos las funciones con sus clases). Sea (gu)u<x creciente
y cofinal en [[(pcf a)/D. Definase (hu)u<r € * ] & por hyu(a) = Suppepdaf;”(p)(a).
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hy esté bien definida por regularidad de los elementos de a, pues |pefal] < mina por
hipétesis. Para concluir la prueba nos basta mostrar que hay una subsucesién de (hu)u
creciente y cofinal en [] a/D*.

Sea h € [] a. Mostremos que 3u; < A t.q. A <p« h, Yu > p1, con lo que la subsucesién
se encuentra facilmente. Si p € pcf(a), sea p, t.q. b <p, fL,- Sea p1 t.q. (Kp)pepcta <D
Gpy- M1 es como se quiere pues A, = {a € a:h(a) < h,(a)} € D* Vu > u.

En efecto, i p > p1, By = {p € pcfazp, < gu(p)} € D, y tomemos p € B,.
AP ={a € a:h(a) < ff (@) < f;”(p)(a) < hu(a) } € D,, por definicién de By, asf que
Ay € D,, y por tanto A, € D*, por definicién. Esto prueba b).

Shelah muestra esto en un contexto més general, que no requiere que los filtros involu-
crados sean ultrafiltros, pero su demostracién es la misma.

Lema 45. [[a/J<y es A-dirigido.

Dem: Comencemos mostrando que J¢) es un ideal, de modo que la afirmacién tiene
sentido. Esto es ficil; por ejemplo J<) es no vacio, pues ) € Jcy v, si b € Jea(a),cChby
D es un ultrafiliro sobre a con ¢ € D, entonces b € D y cf([Ja/D) < A

Procedamos con la demostracién del lema: Sea F' C [Ja/J<y, |F| < A. Por induccién
en |F| mostremos que hay una g € [] a/J< mayor que todos los elementos de F.

Si |[F| < mina esto es claro (basta tomar supremos puntualmente). Asf, podemos
asumir que (|a|* <)mfna < u = |F| < A. Por hipétesis de induccién, podemos suponer F
linealmente ordenado, digamos F = {fa}a<u con & < B < p = fo < fg, y p regular: Si
fuese singular, escribiendo

F= U Fs, con cada |Fs| < u,
d<et

podemos escoger (para § < cf u) un gs que acote a Fy, y luego un g que acote a {gs}s.
Entonces g acota a F.
Tratemos de definir, por induccién en o < [af*, go € []a/J<r, ta ¥ (¢§)s<p t.a.

1) VB < a(gp < ga).

2) Sif <p, cg={p€a:fs(p)>galp)}.

3) Va < |a[t VB € [iat1,1) (c§ # c5™).
Esto no es posible, pues por regularidad de p ¢ = Sup, iq < p, ¥y como cf # ¢+ Ve, los
c{ son subconjuntos de a, y a < f — c‘f C cf, a tendrfa al menos |a|* elementos, una

contradiccién.
Pero, si F no fuese acotado, la definicién serfa posible, as{ que tenemos lo querido. Sean

go = fo, %0 = 0. Si a es limite, g, es la funcién

p — Supgg(p),
L

y de nuevo i, = 0.
Sia=pF+1y gg, (cg)p e ig ya estdn definidos, hay 2 posibilidades: o cg € J<x para
una cantidad no acotada de y < p, en cuyo caso gg es cota para F, o hay un i, < g mfnimo

73



t.9. c?a ¢ J<i. Sea D un ultrafiltro sobre a testigo de esto: cf(J[[a/D) > Ay ? eD.

Entonces (f5/D)s<y tiene una cota hq /D, y podemos definir g.(p) = méx{ gg(p), ;:,,(p) Jie
Definiendo (c5) como en 2), 1) vale por construccién y sélo nos falta verificar 3). Sea
entonces y € [iq,1). Como fi, < f,, cﬁ' iz cg. Luego, como por escogencia de D
JexND =0, si cfa € D, entonces cg € D.
Como c§ = {p < a: fy(p) > gs(p), ha(p) } ¢ D, por escogencia de hq, c?a ¢ D. Pero
¢ € D, por escogencia de D, asf que ci # ¢,y 3) se sigue. [(145)

la

Corolario 16. cf(J[[a/D) <A «—DnNJcy #0.

Dem: Supongamos, por contradiccién, que cf([] /D) = p < A, y que DNJcx = 0. Sea
(9a/D)a cofinal en el ultraproducto, y sea g una < j_,-cota para {ga}a. Como DNJ<x =0,
ga <p gVa, una contradiccién. La otra implicacién es trivial. [licie)

Corolario 17. (J<a)a es creciente y continua.

Dem: Obviamente la sucesién es C-creciente. Sea A Hmite. Debemos mostrar que
Jar=U p<rJ<p. 2 €8 obvio. Para probar la otra contenencia, por contradiccién sean
b € Jex \ U, < J<p) D un ultrafiltro sobre a con b € Dy DN, J<, = 0. Entonces,
como b € Jcy, cf([]a/D) < ), y como ) es lmite, cf(J] a/D) < p para algin p < A. Por
el corolario anterior, D N J<, # 0, y tenemos una contradiccién. D(ci7)

a) Nétese que la cota no es trivial, pues en general hay 922"°! ultrafiltros sobre |a]. Pero
a) se deduce con rapidez de lo anterior, pues cada J<x € P(a) y si A € pcf o, entonces
Jex # Jer+. Como (J<p)a es continua y creciente, | pef 4 < 2lsl,

Pregunta 4. ;|pcf(a)] = |a|? (Bajo qué hipbtesis puede asegurarse esto?

c)Sik= IH al, a € Jext+ (¥, como los J<y son ideales, P(a) = J¢x+), a8l que hay un
minimo A t.q. @ € Jex+. a ¢ J<» pues, de lo contrario o A es sucesor, y contradirfamos
su minimalidad, o es lfmite y por continuidad de nuevo la contradirfamos. Entonces a €

Jeat \ J<a, A es regular, estd en pcf g, y es su méximce
e) Como a C pefa, Supa < méxpcf a. Pero nuestras hiptesis aseguran que Supa no
es regular, de modo que ld designualdad es estricta:

cf Supa = cf |a| < |g|] < mina < Supa.

i) Bn general, si b € Jext () \ Jea(a), tef(I1b/Tea(a)) = A

Lema 46. Sean I un ideal sobre a, A regular y (fa)a € *[1a. Si (fo/I)a es creciente
y no acotada en [] a/I, entonces hay una sucesién (bg)g<a de subconjuntos de a t.g.
1) bo ¢ I.
2) B1 <Pz < A —>bg, Cg bg,.
3) i< A, ((fa To5)/1), es cofinal en [[6s/1, ¥
4) Hay una funcién g € ] a que acota (fa) mddulo el ideal generado por IU{ bg: 8 <
A}
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Dem: A > |a|* pues (fo/I)a es no acotado, y mina > |a|t. Procedamos por con-
tradiccién. Por induccién en o < |a|*, definamos g4 € [Ja t.q. @ < 8 < |a]T — ga(p) <

96(p)Vp € 6, y hagamos b} = {p € a: ga(p) < fu(p) }-
Nétese que g, acota (fg)ps médulo el ideal generado por I U {b:p<A}a<f —

BECHY (W< ypi<pa<t— b3, C1bg,. Como (fa/I)q es no acotada, u(a)Vu >
p(e) (b5 ¢ I). Esto implica (estamos suponiendo que el lema es falso) que ‘3) no se cumple’,
by  sip2>p(e)
by #<mnl(e)

Lema 45, pues la contradiccién consistird en mostrar que si y es grande, b,‘f"'l G b3. Como
A > |a|t, basta mostrar que Vo esto ocurre con u suficientemente grande, dependiendo de
a

es decir, falla Va < |a|*, con b, = { . La prueba es similar a la del

Sea go € [] a arbitrario, y ga(p) = Supg<q 98(p), Para  limite. Si g, es dada, sea
pe > p(a) t.q. ((f rb,‘i‘,)/I)p<A es no cofinal en [[b5 /I, y sea h € [Ja un testigo.
(h I62)/1 es no acotado por ((f, [b:)/I)PV/J > fha

Entonces go+1(p) = méx(ga(p), h(p)) sirve, pues si p > pq hay un p € by con h(p) >
fu(p) ¥, por definicién de ga+1, p ¢ 65T, O(rae)

Corolario 18. Sea I un ideal sobre a.
a) Si[]a/I es A-dirigido, D es un ultrafiltro disyunto de I y cf([] a/D) = ), entonces
tcf(J] /1) = X para algiin b € D.
b) Si VD ultrafiltro sobre a disyunto de I (cf([] a/D) = )), entonces tef([] a/I) = A.
c) Sib € Jea+ \ J<a, entonces tef (J] b/J<a(a)) = M.

Dem: a) Sea (fa/D)a<x creciente y cofinal en [Ja/D. Como [Ja/I es M-dirigido,
8.p.d.g. (fa/I)a es creciente, y como DN I = 0, es cofinal. Sea (ba)a<r como en el lema.
Para cada o, ((fs rba)/I)ﬂ<A es creciente y cofinal en []bo/I, asi que basta mostrar
que, para algin o, b, € D. Si esto no fuera asf, D serfa disyunto del ideal generado por
TU{ba:a < A}, pero esto no es posible pues, médulo este ideal, (fa). es acotada.

b) Obviamente, J<x C I y, por tanto, [Ja/I es A-dirigido. Si I* = TU{b C
a: tcf(J[[b/I) = A}, I* es un ideal. Por ejemplo, si (fa)a<r €8 creciente y cofinal en
[16/I'y ¢ Cb, ((fa Ic)/I), es creciente y cofinal en [] c/I, porque I es un ideal. Luego,
sibel*ycCbh,ceI*.

Para terminar basta mostrar que a € I*. Pero si esto no ocurre podemos tomar un
ultrafiltro D disyunto de I*. D, I satisfacen las condiciones de a), asf que hay un b € D
con tcf(J] b/I) = A. Luego, b € I*, una contradiccién.

c) Sea I el ideal generado por J<)U{a\b}, y sea D un ultrafiltro disyunto de I. Entonces
b€ Dy ci(]]a/D) > A, de modo que cf([[a/D) = X. Por b), tef(J[Ja/I) = X\. Como
a\ be I, th(H b/J(A) =3\ D(Clg)

Ahora i) es inmediato de la parte c) del corolario (y g), abajo).

g) Daremos la demostracién con la hipétesis adicional de que ming > 2/%. Para el
caso general, ver [Sh8] cap. VIIL. Por continuidad, es suficiente mostrar que Ja+ \ Jea
es generado por un sélo elemento.
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Lema 47. Si {ba}a<y C Jer+, 4 < A, entonces existe b € Jex+ t.q. Va < p(ba Cig,
'b).

Dem: S.p.d.g. {ba}a C Jca+ \ J<a. Por el Corolario 18.c), tcf ([] ba/J<a(a)) = AVa <
p. Sea (fg)s € 2 1 @ un testigo.

Como []Ja/J<x es A-dirigido, por induccién pueden hallarse funciones (fg)g<r € *[] @
t.q. fg acota { f§:a < p}U{fy:y < B} médulo J¢,. Claramente, como las (fg§)s son
no acotadas médulo J<) para cada o, (fg)g es no acotada.

Por el Lema 46, hay una sucesién (¢4 ) de subconjuntos de a y una g € [] a como ahi,
con I = Jex: ((fa rca)/J<A)ﬂ es cofinal en [Jca/J<r para cada o < A, g acota (fg)s
médulo (Jea U {ca}a) ({(A) es el ideal generado por A C P(a)), co & J<a , €8, Cuc, €p, s
B < fa.

Afirmacién. Vo < p3y < A(ba Cug, ¢q)-

Dem: Si no fuera asi, sea o un contraejemplo, de modo que existe un ultrafiltro D
disyunto de J<) con b, \¢cy € DYy < X (por ejemplo, (ba\cy)N(ba\cu) = (ba\ey)\(cp\cy) ¢
Jexn, sip < 7)

((fs [ba)/J<A)ﬂ es cofinal en [] bo/J<), por construccién de los fg. Entonces (fz/D)g
es cofinal en [Ja/D (pues si g € [] 0, g [6.<ic» f8 b, Para algin B,y by € D). Esto es
una contradiccidn, pues g las acota (ya que ¢ = { p:g(p) < fa(u) } € (Jer U {ca}a) para
cada (. Entonces hay un B € J¢) ¥y @1,...,0n t.q. ¢ C BU¢q, U:--Ucq,. Sic € D, como
B € J¢i, 8.p.d.g. ta, € D. Pero by \ ¢a, € D). Oas)

Por la afirmacién, para cada o < p podemos escoger ¥ = ¥, con by Cy ., ¢y. Como A
es regular, v/ = Sup, Yo« < A. Como los ¢, son crecientes médulo J¢», bo Ci ., ¢y. Para
terminar la demostracién basta ver que ¢y € Jea+.

En efecto, si ¢, € D, un ultrafiltro, como ((fg [tq,)/J<,\)ﬂ es cofinal en []c,/J<a,
si ¢y ¢ J<a, como arriba se llega a que (fg/D)p es cofinal en [[a/D. En cambio, si
¢y € Jea, cf(J] #/D) < M. En cualquier caso, cf([] a/D) < A*, y ¢y € Jea+. DO(rar)

Supongamos que Jey+ \ J<a # 0. Entonces A > min(pcfa) = mina > 219 > [T+
Por el lema, hay un ¢ € Jc)+ t.q. todo elemento de J.y+ estd J<)-contenido en ¢. Luego,
Jext(a) = (Jea(a) U {c}), como queriamos mostrar.

La demostracién de Shelah de que sélo es necesario asumir que |a|t < mina es bastante
més elaborada. Utiliza un lema combinatorio sobre ‘reflexién’ de conjuntos estacionarios,
y argumentos de teorfa de modelos, formando cadenas de subestructuras elementales de
los Hy (construidos usando el lema combinatorio). Con ayuda de la cadena, construye
subconjuntos de ) asociados con €l estacionario {4 < A: cf(d) = x }, para & regular < A,
y con estos subconjuntos puede construir una cota para una sucesién de A generadores de
J<a+ sobre Jc) que habifa conseguido previamente, mediante un razonamiento similar al
aquf mostrado. La idea de considerar subestructuras de los H, es muy fructifera, y pronto
la volveremos a encontrar.

A partir de ahora, fijemos una familia de generadores by de Jcx+(a) \ J<a(a) con
A € pcfa. Nétese que si o' C a, by = by Na’ es un generador de Jcx+(a') \ Jea(a'); de
modo que, si b C a e I es un ideal propio sobre b, tcf(J[]b/I) = X sii hay un ultrafiltro
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sobre a D disyunto de I con cf(]] a/D) = . En particular, si A es la verdadera cofinalidad
de un producto reducido de un subconjunto de a, A € pcfa. Ademds,

o cf(J[]a/D) =min{A:b) € D} para todo ultrafiltro D sobre a.

Dem: En efecto, si cf(JJa/D) = A, sea b € DN J.y+. Entonces b Cicx ba, por
definicién de by, y como DN Jcx =0, b Cp by. Entonces by € D, ysip<Ayb, €D,
entonces cf(J[]a/D) < u* < A, una contradiccién. Nétese que esto da otra demostracién
de que |pcfal < 2l°. O

f) Sea A € pcfa. Obviamente, A = méxpcf by. A ¢ pef(a\ by), pues el generador para
A inducido por by es (.

h) Nétese que la afirmacién de que las f2, u € ), son cofinales en J] a/(J<a U {a\ bx})
para A € pcf a equivale a decir que (fﬁ‘ [6s)u €s cofinal en [] ba/J<a, y una familia asf
existe, por el Corolario 18.c).

d) Por induccién en A € pcf a mostremos que si b € Jcp+, cf([] b) = méxpcf b. Como
@ € J<(maxpcfa)t+, esto implica lo querido. El orden de [] b es puntual (coordenada a
coordenada).

Supongamos que ya lo" hemos mostrado para todo ' < A\. Sea b € Jy+. S.p.d.g.,
b ¢ J<x. Por g), podemos hallar (fa)a € * []b <J_,-creciente y cofinal en [] b/J<.

Asf, méxpcf b = A < f([] b).

Si ¢ € Jea, sea Fe C []¢ cofinal, |F;] = méxpcfc < )A. F. existe por hipétesis de
induccién.

Sean x regular y suficientemente grande®, y sea <} un buen orden (arbitrario) de Hy.
Por induccién en a < |a|t definamos Ny, gq t.q.

(A) 1) Na < (Hy, €,<}).

ii) |No| = A.

iii) (NVg)g<a € Nata.

iv) (Na)a<|a|+ s creciente y continua.

V) ({B:8<A+1}=)A+2, b, (fa)a<xr ¥ la funcién ¢ > F, estdn en No.

(B) i) g« €] b, ga € Naa.

ii) No hay ninguna f € No N[] b t.q. go < f.

iii) Si B < a, entonces gg(p) < go(p) Vp € a.
No hay ningiin problema en satisfacer (A). Nétese que si g, no se puede encontrar, NoN[] b
muestra que cf(J]8) < A, asi que supongamos que la construccién es posible (podemos
tomar en cada caso g, como el <}-menor entre los candidatos). Para a < |a|t sea B, < A
t.9. ga <Jcs fpa, de modo que si B, < f < A entonces go <ij., fo- Sea a@ < A mayor
que Sup,<jqi+ . Si¢p = {p € b:g5(p) > fa(n) }, (ch)p<iaft & creciente [por (B)i)], de
modo que es eventualmente cte.; digamos, para § > 8. ¢ € J<», pues gg <y, fa VB,
as{ que F,, existe.

Nétese que ¢gr € Ngry1 ya que fo ¥ g,'g pertenecen, y por tanto Fr,, C Ngy1. Ahora
bien:

gp'+1 rb\cp;= gp'+1 rb\cﬁ:+1< fa fa\c,,,+1= fa rb\cpn

3Es decir, t.q. todas las afirmaciones que siguen pueden observarse en H,; esto es, todos los conjuntos
envueltos y testigos de férmulas existenciales que se empleen estdn en H,. Tal cosa es posible, cf. Teorema 6.
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la desigualdad por definicién de cgr4;.

Como ggr41 [¢, < f para algin f € F;,, C Ngi41, pues cgr € J<, gpr41 < méx{ fa, f}
€ Ngr41. Esto contradice la definicién de ggi41, con lo que concluye la prueba de d), y
por tanto del teorema. [(r37)

La relevancia de la teoria para la aritmética cardinal estd en que, si a es un intervalo
de regulares (i.e., a = {) € Reg : ming < A < (0o <)Supa}) que satisfacen hipétesis
‘razonables’, méxpcfa = |[]a|, como veremos en la seccién 3. Por ejemplo, si a =
{Rn}n>1, méxpcfa = [], R. = R¥o. Ademds, si Supa < p < Ay X € pcfa, p € pcfa
(pcf a es un intervalo de regulares). Por tanto, R0 < R|pcf o|+, de modo que para hallar
cotas en la exponenciacién basta buscar cotas en | pcf a|. Pero nétese que la generalizacién

natural de este ejemplo no se aplica a los puntos fijos.

a. Propiedades de los Generadores.
Hay infinitas familias de generadores para pcfa. Por ejemplo, si by se cambia en un
conjunto finito no importa. Pero estén, a pesar de eso, sujetas a severas restricciones, pues

by es tnico médulo J¢).
El siguiente resultado incluye las propiedades més importantes de los generadores,

ademds de las mostradas previamente.

Teorema 38. Sea {b):) € pcfa} una familia de generadores para pcf a.

a) [Compacidad] VX C a3F € [pcf X]<¥ (X C U, ¢ ba). Un F asi es llamado un
soporte de X, y supondremos fijo uno que notaremos s(X).

b) [Transitividad] Si 2!°! < mina y ¢ = pcf a, se pueden escoger generadores (b,\(c)))‘
(6 (c) genera Jy+(c) sobre J<a(c)) de modo que si p € by, entonces b, C by (Shelah
llama suave a una familia de generadores con esta propiedad). También pueden
escogerse con pcf by = by (Shelah llama entonces cerrada a la familia).

c) [Localizacién] Sea z C pcfa, |z| < minz, A € pcfz. Jzg C z(|Jzo| < la| ¥y A €
pcf z).

d) Supongamos que 2!°l < mina. Si {by}, es una familia transitiva (suave), y s(z)
para z C pcf a es como en a), a = |J; ¢ ; % implica

pef a = | J{pef(ba): ) € pef (| s(pef o)) }.
iel
Por tanto, méx pcf @ = méaxpcf |J; ¢ ; s(pcf a:).

Dem: a) Supongamos que no, y sea z un contraejemplo. Sea I = {b C z:3F €
[pcf 2]<% (b € U, e 7 Ba) }- I es un ideal propio sobre z, asf que podemos escoger D, un
ultrafiltro sobre @, con ¢ € D y disyunto de I. Sea 8 = cf([[a/D). 6 € pcfz, y bg € D.
Entonces bg Nz € DN I, una contradiccién.

d) Sea b = |J; ¢ ; s(pcf a;). Entonces

a=Ua,«gUpcfa,-=UU{b)\:)\€s(pcfai)}
=Uba:rebrc|Hoasre |J burc U b

n € s(b) b € 5(b)
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la segunda igualdad y la segunda contenencia por compacidad, la dltima contenencia por
transitividad. '

Entonces pcfa C pCf(Up.Ea(b) i) = U”Es(b)pcf by C {pcfb,:u €pcfb}.

La otra inclusién es clara: Como b, C pcf a = ¢, entonces pef b, C pef e = pef a.

Sea A = méxpcfa. A € pcfb, para algin v € pcf b, asf que A\ < méxpcf b, = v. Pero
v< A

c) Ver [Sh8] cap. VIIL. En [BuMa] se da una demostracién usando b).

b) Ver [Sh8] cap. I o [BuMa] para la construccién de la familia transitiva. De nuevo,
utiliza una sucesién de subestructuras de H, para x grande, pero los detalles son bastante
mas intrincados.

Mostremos que si {b)} e es transitiva, ademds se puede suponer cerrada:

Supongamos que {b)}) ¢ es transitiva. Por induccién en ) € ¢ = pcf ¢ definamos una
nueva familia { b3}, transitiva y cerrada: Si A = minc, b} = by = {)}. Supongamos
dada {bj}s<r. Por compacidad, como pcfby C A + 1, hay 61,...,0, € AN pcfby con
pcfba C ba U b5,. Sea b3 = by U U} by, Por construccién, {b}} es una familia de
generadores, y es cerrada porque (por induccién)

pcf(b3}) = pef(by) U Upcf(bz_.) =byU U by, = b3
1 1

Sélo hay que verificar la transitividad. La prueba, a su vez, es por induccién: Supongamos
p € b3, y que VB < u(B € b3 — b3 € b}). Si p € bj, donde 1 < i < n, por induccién
by C b}, C b}. Asi, podemos suponer u € by. Entonces b, C by C b}. Sean d;,...,d; €
pNpef b, C pefby C b t.q. b = b, UUS b,. Por la hipdtesis de induccién en g, b}, C b3
para 1 <i < k, y la prueba estd completa. Drss)

b. Intervalos y Seudopotencias.

Def. 46. Si cfA < & < ), la seudopotencia pp,()) es el supremo de PP,(\) =
{cf(I[a/F):F es un ultrafiltro sobre ¢ que no contiene conjuntos acotados de A y a
es un conjunto de a lo més & regulares menores que, y cofinales en, A }.

Suprimimos la mencién a & si k = cf A: pp(A) = ppera(A) ¥ PP(N) = PPesa(A).

Shelah explica que las seudopotencias son més dificiles de modificar mediante forcing que
las potencias normales, de modo que son preferibles en este sentido, y ‘reflejan’ el valor de
estas potencias, incluso ayudando a entender su comportamiento. La semejanza se puede
llevar més lejos, en términos de cardinales asociados a ‘cubrimientos’ de subconjuntos de
los cardinales en consideracién, que asemejan la cofinalidad. Como no necesitaremos esto
(por ahora) no entraremos en detalles.

Teorema 39. Seacf A<k < A.
a) ppx(A) < A*. La igualdad se cumple si, p.€j., A < Ry y Vi < A (p* < ).
b) PPy(}) es un intervalo de regulares, con minimo A*. [(r3g)

No mostraremos el teorema, pero s{ mencionamos unos comentarios: la desigualdad
es obvia. Nétese que la ‘s-inaccesibilidad’ de A implica A* = A2, Puede hallarse g,
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una familia de tamafio cf A\ de cardinales regulares, cofinal en ), con (cfA\)* < mina.
Por hipétesis, (mina)* < X. Bajo estas condiciones, veremos en el Teorema 42 que
méxpcfa= IH al = Xf2  Asf, basta ver que el ultrafiltro que realiza méxpcf a es testigo
de que A¥2* € PP,()\). Acd es donde debe usarse que A < R). Esta hipétesis estard
presente constantemente en las cotas que obtengamos (i.e., de otra forma son triviales),
asi como lo estuvo en el capitulo pasado, al discutir los trabajos de Galvin y Hajnal.

Shelah postula que trabajar con pcfa, pp, A deberia remplazar el trabajo con la ex-
ponenciacién. En [Sh8] cdp. II muestra, por ejemplo, que el resultado de Solovay sobre
fuertemente compactos generaliza a este contexto. Asf, si p es supercompacto, o fuerte-
mente compacto, A > 1 > cf A y en una extensién de V, V', pp A > A1, entonces no hay
extensiones (forzando con'un conjunto) de V/, en las que (A*)V siga siendo un cardinal, y
p siga siendo fuertemente compacto. También muestra que si pp A > AT, entonces alguna
instancia de la conjetura de Chang falla, y que, reciprocamente, si tal instancia vale, A es
cf M-inaccesible (Vi < A (42 < A)) y of A > w, entonces AT = A+,

Teorema 40.
a) Si )\ es singular de cofinalidad w, existe una sucesién creciente {\,}n de regulares

con limite X t.q. of ([, A\a/D) = At para todo ultrafiltro no principal D.
b) Si A es singular de cofinalidad k > w y (Aa)a<s €3 estrictamente creciente, con-

tinua, y tiende a ), entonces hay un club en &, C, t.q. f([], ecAE /D) = At VD
disyunto de Jgd. Acéd, J2? es el ideal de los conjuntos acotados de C. Por tanto,

M =mixpcf{At:aeC}.

¢) SiX=cf([]a/D) y p =lmpa es el dnico (cardinal) & t.q. VB < k({p €E aza €
(B,x]} € D), entonces VX' con p < N < A hay un conjunto o' de regulares,
|o’| < |a|, y un ultrafiltro D' sobre @' con limp: o' = p y cf([[a’/D') = N.

d) Sia = (B,u) es un intervalo de regulares, \' es regular y p < X' < A € pcfa,
entonces X' € pcf g.

Dem: Mostraremos c). d) se sigue trivialmente, y versiones débiles de a) y b) también
(hallamos una sucesién, y un ultrafiltro D. Pero falta ofro argumento para asegurar que
cualquier D sujeto a las hipétesis sirve). Para una prueba de b) puede verse [Sh8] cap. II,
y para una de a) [Sh4]. Estos resultados implican, por supuesto, At € PP(}), y de hecho
b) del Teorema 39.

La prueba es puramente combinatoria. Construiremos una sucesién (fo/D)a<x €

oy H a/D con supremo g/D t.q. {cf(g(e))}, ¢, €8 cofinal en p. Luego mostraremos que

(H of(g(e))/D) = X'.

Si p no es limite, D es principal y A = p, y no habrfa nada que probar, asf que
supongamos y limite.

Lema 48. Sea D un ultrafiltro sobre k, A > k1 regular y (fa/D)a<y una A-sucesidn
creciente en *ORD/CalD = Oy. Diremos que h/D € O corta a (fo/D)a sii

fa/D <h[D < fp/D
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para algunos a < # < A, y que A C O, corta cofinalmente (fy)q sii V6 < ATh/D € A que
corta a (f)y ¥ €l a testigo de esto es mayor que 4.

Entonces, si (fo/D)a €s no acotado en Oy, hay una sucesién (Ss)a<x de conjuntos de
ordinales t.q. |Sa| < & y [, Sa/D corta cofinalmente (fo/D)a- O(L4s)

La demostracién es una construccién inductiva de cotas ‘parciales’ y conjuntos asociados.
Si las cotas parciales no tonsiguen acotar realmente a (f,/D)a, entonces los conjuntos
sirven como los S,. Omitimos la demostracidn.

Para la sucesién (fa/D)a<r que construiremos no puede haber tal familia (Sa)q, asi

que debe estar acotada.
Sea (Cs C éd:4 < X es limite) una sucesién de clubs, Cs con tipo de orden cfé. En-

tonces, si

Co={Cs5Na:ac Csé < N,§ limite } (a < X)),

Ca C P(a), |Cal £ N, si & es limite 3E € C, club en o con tipo de orden cfa, y
VB < aVE €Cq (ENS € Cp).

Sea fo/D € [[a/D. Dada (fy)y<p, B < A, hay una hg/D € [[a/D con f,/D <
hs/DVy < B. Si E € Cp, sea g2, € [] a la funcién

a +— méx{hg(a), Sup{ f,(a):y € E,a > otpE}},

donde otp es el tipo de orden.
Como X < ), (¢5/D)E ec, estd acotada. Sea fg/D una cota (estricta).

Afirmacién. No existen ' < p y (Sa)aea t.9. Sa C @, |Sal < ¢', ¥ [1, Sa/D corta
cofinalmente (fo/D)a<x-

Dem: De lo contrario, como |a|t < mina < y, s.p.d.g. p' > |al. Sea B C X club t.q.
V9,7 € B (7 <7 = 3g/D € [, 5a/D(f2/D < §/D < fyr/D)), y sa B € B singular de
cofinalidad (u')* < p. Sea E € Cg club con tipo de orden cf 8, EN B es club en 8, y sea
{Ya}a<cf g 5u enumeracién creciente.

Para a < cf B, escéjase go € [[;5s con f,, /D < ga/D £ fy,,,/D. Nétese que
frva /D > g5y, [D; ¥ que si v > otp(E N 7a), g5, (¥) > fr. (V) V7 < .

Escéjase va, mayor que otp(E), con gz7,, (Va) < fra(Ve) < ga(Va) < frapr(Va). Como
la] < ¢/, hay una coleccién I € [cf B]'# de ordinales lfmite, y un p € a con v, = pVa € I.
Sit<xe€l,

97(P) £ Foyr41(P) < 9By, (P) < Fe (P) < 9x(p),

la segunda desigualdad porque -1 € E N7y, p > otp(E).
Entonces (ga (p))a ¢ 1 ©8 estrictamente creciente. Esto es una contradiccién, pues |S,| <

# < (u)t =cfB. Diag

Por el lema y la afirmacién, hay una mfnima cota superior g/D € *ORD/D para
(f8/D)p<x. g(e) < aVa € g, s.p.d.g. pues cf([Ta/D) = A > N. Como (fg/D)s es
estrictamente creciente, { @ € a:g(a) es ordinal limite} € D, porque g es minima cota
superior. Por tanto, s.p.d.g. Vo € a(g(a) es limite). Sean S, C g(a) club con tipo de
orden of (g(@)), ¥ {S«(B):8 < cf(g(e)) } su enumeracién creciente.
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limp of (9(@)) = p, pues si ' < p, b € Dy cf(g(e)) < p'Va € b, como cada g(a)
es limite, si By < A\’ podemos hallar g’ € [], S« con f5,/DP < ¢'/D < g/D. Pero, por
minimalidad, ¢'/D < fg, /D para algiin 8, > fo. Entonces [], Sa corta cofinalmente a
(fa/D)a, una contradiccién.

Sea fg(a) = Sa(7), para § < N, donde « es el minimo § t.q. fg(a) < Sa(d), si esto
es posible, y arbitrario en otro caso. Nétese que la definicién tiene sentido D-c.s., pues

f8/D < g/D.
Entonces {fg}p<x es coﬁna.l en [], Sa/D, y f(I], Sa/P) < N. La igualdad se cumple

pues si F € [H Sa /D] , podemos hallar By < A’ t.q. todo elemento de F' est4 acotado

por uno de {fs}s<po- Ahora bien: fs <p g. Entonces 3ys > B t.q. fs <p fy,. Sea
B1 < A una cota para {vg:0 < fo }. Entonces

f8 <o f8, <o fa, VB < Po,
y F no es cofinal en ], .S'a/D
Definamos o/, D’ por @' = {cfg(a):a€a}, D' = {AC a:{a€a: cf( (@) €A} €
D}. Es fécil ver que D' es un ultrafiltro sobre ', y quesi p' < p, {a’ € 0’20/ > p'} € D/,
pues { a: cf(g(a)) > p'} € D. Entonces limp: o’ = p.
Asf, D'-c.s. los elementos de a' son mayores que |a], y f5(cf g(@)) < cf g(a) para casi
todo «, donde

Fa(cfg(a)) = Sup{d < cf g(a): Iy < a(cfg(v) = cf g(e) A fa(v) = S4(9)) }-
Entonces fﬂ/D € [1&'/D. Nétese que si f' € [[ ', f' € [, Sa, donde
(@) = Sa(f'(cf g(a)))-

f <p fg para algin f < N, asf que f' <p f’ En efecto, para D-casi todo 7,
£'(7) < fa(y), de modo que si f'(Cf.q 7)) =T, donde f(v) = Sa(r), f'(cfa(7) < x,
donde fg(7) = Sa(x), que alo més es fp(cf g(7)).

Asf, cf([]a'/D’) < X. La igualdad se cumple, pues si F' € [[] o /D] <>", {f:feF}C
1. Sa/D esté acotado por algin fg/D, y el mismo argumento de antes muestra que f"g /D
acota F'. Esto completa la prueba. [lir4q)

2. Un Ejemplo.

En esta seccién probaremos el resultado prometido al final de la demostracién del Teo-
rema 1 sobre la conjetura de Tarski, para dar una idea de cdmo puede aplicarse la teorfa
a problemas ‘cldsicos’ de aritmética cardinal. Usaremos un resultado que veremos en la

siguiente seccién. Seguimos, de nuevo, [JShl].

Teorema 41. Si hay un contraejemplo a la conjetura de Tarski, hay uno de tamafio
wy +w. Esto es: Sif es el minimo ordinal limite t.q. H§<p Ry < N'm para alguna sucesion
(o¢)¢ creciente que tiende a o, entonces f = w1 + w.

Dem: Sean B, a, (o¢)¢ como en el enunciado. En la demostracién del Teorema 1
probamos que habia un « t.q.

RISRE2NLL,, 7>dy=r>w yVi<y(RF<R,y),
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donde k = |B| < k+w = .
Nos basta mostrar que k = w;.
Por contradiccién, supongamos k > wy. Entonces

VE <y (cf6=ws <8y Vn<d(Re < Rg) — R <N, ). (+)

En efecto, si § < 7 es un contrasjemplo, A = {Re:{ < wj0d < § < d+w} es un
contraejemplo a la conjetura de Tarski:

IT R =TT Re I Rorn = RINZL < RaMR =R, <N,
£€A f<wy n€w

lo que contradice la minimalidad de f.
Mostremos que (*) — RY < KX, ,, lo que es una contradiccién, y concluye la prueba.
Sea (7Va)a<x una sucesién creciente y continua de ordinales limite de cofinalidad < &
t.q. lme Ve =7, 2" < Rp.ysia <Ky v <qq RE<R,,.
Tal sucesién existe, cf. la demostracién del Corolario 12.b).

Lema 49. Existe C cluben k t.q. Vn > 1

Dem: Basta hallar para cada n un club C, asi, Tomemos entonces n > 1, y sea
an = {Ry.4nta < s}. O bien méxpcfa, < Nyipn, y tenemos lo querido, o podemos
tomar A el minimo de pef(an) \ (Ry4n + 1).

Sea {by}, epcfa, una familia de generadores, y definamos {5, C x:v € pcfa,}
por b, = {Ny,4nia € S, }. Basta mostrar que Sy, U---U Sy, ,, contiene un club
(Ry+1,+ .-y Rytn € pef @, por el Teorema 40).

Por contradiccién, supongamos que S = & \ ] S, es estacionario. Sea (fa)a<x €
M an <J.,-creciente (recuérdese que (J<x es A-dirigido). Como los by, ¥ < R, son aco-
tados (si D es un ultrafiltro sobre a,, que extiende el filiro de los conjuntos de complemento
acotado, cf([] a./D) > R,) podemos hallar una sucesién (ga)a<a de funciones sobre S t.q.
sia< B <A ga(d) < Ry;4a V8 € S, ¥ 9o(0) < gp(d) para todo § € S suficientemente
grande. Como R, es x-inaccesible, esto contradice el Lema 23. [(1.40)

Para mostrar que R} < R¥, ,, basta probar que si Ry < A < R}, A regular, entonces
ASNYLL.

Sea C como en el lema, y definamos § = {a € C: cf 7o = w; }. S es estacionario en &
—acé usamos Kk > w1—. Sea A como en el parrafo anterior.

Lema 50. Existen regulares (Aa)acs t.q. sia € S, Ry, < Aa < W51, y un ultrafiliro
D sobre S t.q. si cf([], ¢ 5 Aa/D) = A

Dem: La demostracién es similar a la del Teorema 40, y también guarda analogia con
las mostradas en la seccién 1 del capitulo pasado. Sea NSg el ideal de los no estacionarios
sobre S. Sea A una coleccién de A conjuntos cofinales de ., de tamafio k. Si X € A, sea
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Fx € [],es®y.]5" la funcién a = X NR,,. {Fx:X € A} es una familia de funciones
eventualmente diferentes. -

Como cada ., es s-inaccesible, el Lema 2 implica que si a € §, RS = Ro1. Asi, hay
al menos A funciones NSg- dxstmtas

NSg es wy-completo, asf que <ns; es bien fundamentado. Sea g <ns,-minimal respecto
a tener A funciones NSg-distintas menores, y satisfacer g(e) < R%! (a € S). Sea I el

ideal generado por NSs y los estacionarios X de S t.q. g no es <NS -minimal (esta.mos
extendiendo la notacién en la forma obvia, baséndonos en la mtrodumda. en la demostracién

del Lema 24.¢)).
Afirmacién. I es normal y x-completo.

Dem: Dada (Xa)a<s € "I, si @ < K sean g, < g sobre X, y (hg)p testigos de que
Xa € I. Si, p. €., X = AyX,, definiendo g(8) = geo(d), hs(d) = hﬁ(J) donde a < ¢ se
escogi6 sujeto a § € Xq, g, (hg)s son testigos de que X € I —por Fodor, omitimos los
detalles—. Ocarn

Sea {ha}a<a una de las familias de funciones cuya existencia garantiza la escogencia de
g.

Afirmacién. Sih <y g 3¢ < AVE > & (h <1 he¢).

Dem: De lo contrario,.como 2" < A, hay un conjunto X no en I t.q. b [x> he [x
puntualmente, para A valores de {. Esto contradice la definicién de I. O Af)

Por la afirmacién, s.p.d.g. {h¢}¢ es <j-creciente y cofinal en [], ¢ gg()/I.

Sea Ao = cfg(a), a € S. th(HaeS}‘a’<I) = ), de modo que, como I es normal, un
sencillo argumento, usando Fodor, muestra que A, > R, I-c.s.

Escogiendo D un ultrafiltro disyunto de I, cf([], ¢ sAa/D) = A Owso)

Sea (Aa)a s como en el lema. Por () Ao <R3 <R .
Por el Teorema 42 (en la seccién 3), como Va € SRy, < Ry, +w) podemos tomar
ultrafiltros U, sobre w t.q.

Cf(HKn € wN'ra+n/ua) = Ao

Promediando los ¢, con el D del Lema 50, como en la demostracién del Teorema 37.b),
tenemos un ultrafiltro D* t.q. sia = {Ny 4nia €S ,n>1},

cf([Je/D*) =2

Entonces A € pef 4, y para terminar basta ver que méxpcfa < NY, .
Sea @5, 1 < n, como en el Lema 49; a = | J,, a» y como 28l = 2 < ming,

méxpcfa = méxpcf( U s(pef %))7
n>1
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donde s(pcf a,), para n 2 1, es un soporte de pcf(pcf a,) = pcf a,, como en el Teorema
38.d). Sea E = |J,, s(pcf a,). Por el Lema 49, max pef a4, < Ryqn, B € [Ry+,]=¥. Entonces
méxpcf E < Ny, ,, ¥ la prueba estd completa. Or4y)

Jech y Shelah comentan que es consistente que la conjetura falla, y dan como ejemplo un
modelo del tipo de los construidos en [Mal]. De lo mostrado en el teorema, se ve que basta

hallar un cardinal R, tal que REIRY, | < R¥1, y esta condicién se verifica ahf facilmente.

3. 2“” < N(2U)+o
En esta seccién presentamos las cotas para J(R;) que Shelah obtuvo con 4 limite, en
[Sh3] cap. XIII. Estas cotas incluyen (y mejoran) las halladas en el Corolario 11.c) y d).

Teorema 42.
a) Sea a un intervalo de regulares sin elemento maximal: a = [mina,Supa) (Ja|t <
mina). Si (mfna)l®l < Supa, méxpcfa=|[]a|.
b) Sid es limite, J(Rs) < N(|5|cfa)+. De hecho, sid = a+f, 8 # 0, Ngf's < Nu,_'_(lﬁlcfp)-l-.

Corolario 19.
a) N!;JI < Real41)+ para 6 limite.
b) Si a es como en el teorema, |[] a| es regular. En particular, 2% < R, implica que
RXo es regular.
c) Sia < (2%)* entonces RE® < R(groy+ (V(ano)+ €s w-inaccesible’).

Dem: b) y c) son inmediatos. Para a), nétese que si 2/l > R; no hay nada que probar.
De lo contrario, tome en a) del teorema a = [(2¥)+,Rs). O(cag)

La parte b) del corolario mejora un resultado que habfamos obtenido en la pdgina 3 con
argumentos elementales, y la parte b) del teorema mejora —como habiamos prometido— c)
y d) del Corolario 11. Antes de su aparicién, este teorema era completamente inesperado.

Dem: (Teorema 42) a) S.p.d.g. 2!l < mfn a: En efecto, si tenemos el teorema bajo esta
hipétesis, sean ap = a N [wl,(mina)|“'] ya =a\ado. IH aol < (minal“l)l“I < minay,
asf que |[Ta| = |[Tao| - |[[Te1]| = |[Ta1|- Ademss, 2I*l < 2%l < (mina)l® < minay, y
(minay)l*l = mina, - (m.{na(l,u)l“1I = mina;. Pero mina; < Supai, asf que el caso que
suponemos del teorema es aplicable, y |H a1| = max pcf a;.

Pero méxpcfa < IH al = IH a1| = méxpcfa; < méxpcf a, y tenemos lo querido.

Sea k = méxpcfa. k< IH aI. Falta mostrar la desigualdad opuesta.

Sea 6 suficientemente grande, tomemos <} un buen orden de Hy, y consideremos, como
antes, la estructura (Hpy,€,<}). Diremos que N < Hp es agradable sii |N| = mina,
N = Ua<|aj+ Na con (Na)a una cadena elemental continua t.q. Y < [a]* (Na)a<sg € N,
@ € N y mina C N. Bajo estas hipétesis, pcf a € N (por elementaridad, ya que a € N) y
pcf a C N, esto dltimo pues, como mina > 2%, 218l € N y, como |pcfa] < 2/°], en N hay
una prueba de esto. Este es el tinico lugar donde usamos 2/° < mina. Si b= (by)repcta
es la <}-menor sucesién de generadores, b, by, J<y € NVA € pcfa. S.p.d.g. bx = a y, fijo
un z € Hy, podemos suponer z € N.
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La demostracién consiste en mostrar que |[{ /N N Supa: N es agradable }| < x: Supon-
gamos que la desigualdad es vélida. Si f € [] a, sea Ny agradable con f € Ny. Entonces
f € NyN(a x Supa) = a x (Ny N Supa). Pero, por nuestra suposicién, sélo hay &
posibilidades para esta interseccién. f es una funcién, asf que f € *(N; N Supa), de modo
que hay a lo més |Ns N Supa|®l < |N¢|l*l = minal®l < Supa < « funciones f t.q. f € M
para algiin M agradable con M N Supa = N¢ N Supa. Entonces IH aI SKkXK=K, ¥
terminamos.

De modo que sélo nos resta probar la desigualdad. Sea xn(p) = Sup(N Np) para p € a.
Aunque la usaremos sobre todo para N agradable, x tiene sentido en general. xn es una
especie de ‘funcién caracteristica’, como establece el siguiente lema:

Lema 51. N N Supa estd determinado por xn, si N es agradable.

Dem: Por induccién en p € [min a, Sup a], mostremos que N N p est4d determinado por
XN.

Si p =mina, N N p = p, por hipdtesis,y NN p = Up,<pN N p' si p es limite, asi que
podemos asumir que p < Supa y xn determina N N p, y probarlo para N N pt.

pt € a C N, porque a és un intervalo. Si @ < |a|t, como N,, como en la definicién de
agradable, estd en N, Sup(N, N p') € N. Entonces Ey = {Sup(N. N pt):a < |aft} C
N Npt Ey es club en xn(p*), porque (N, ). es continua y tiende a N.

Si N' es agradable y xnv = xn, N'Np = NN p, Sup(N' N p*) = Sup(N npt) y
En N Epn: es club en xn(pt) = xni(p7) € NN N'. Entonces N N N’ N pt es cofinal en
Nnpty N npt.

Sea a > p con @ € NN N'Npt. La <}-menor biyeccién f : p — a estd en N N N, asf
que NNa= fYNNp)=fFfN'"Np)=N'Na. Entonces N N pt = N' N pt, tomando la
unién sobre . Oys1)

Por el lema, sélo tenemos que mostrar que |{ xn : V es agradable }| < .

Recuérdese que tof (J] ba/J<a(a)) = A (corolario 18.c)). Sea (f2)a<x una sucesién
de elementos de [[a t.q. su restriccién a []bx es <j.,-creciente y cofinal. S.p.d.g.,
F2(B) = min{Sup{ f.i‘(ﬂ) ty € C}:C escluben a} para todo o limite de cofinalidad
la|*, y (tomando la <}-menor) (f2)a<r € N si NV es agradable. Nétese que si cf(a) = |a|t
y Cpg es un club que realiza el mfnimo en la definicién de f2(4), nﬁEa Cpg = C2 es un club
que lo realiza a la vez Vg € a.

Lema 52. Si N es agradable, entonces f;‘ < xn (puntualmente) y XN [by=Jc» fg‘ Iba
VA € pcfa, donde p = xn(A).

Dem: Como A es un cardinal, p es un ordinal limite; cfp = |a|t y hay un club en
p € N Np, como en la demostracién del Lema 51. Entonces no hay pérdida de generalidad
en suponer C’j‘ C N. Por tanto, si 8 € Cg‘, f;,\('y) ENNy,y fg‘('y) es el supremo de un
subconjunto de N Ny, de modo que f:‘(fy) < Sup(N N«v)=xn(y)VyEa.

Sea ¢ = {8 € b,\:f;\(ﬁ) < xn(B)}. Basta mostrar que ¢ € J¢). Por definicién de
XN, 81 B € chay un 74 € NN con f,’,‘(ﬂ) < 7p. Pero ¢ C a. Si (Na)a<|a+ €8 como en
la definicién de agradable, hay un o < |a|t con {yg:8 € ¢} C N,. Entonces, si § € ,
Y8 < XN, (B). Por tanto, 8 € c — xn,(8) > f2(B).
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XN, € N, asi que por elementaridad hay un v € NN A t.q. xn, Toa<Jea f,i‘ [br- ¥ < P
de modo que '
XN T63<icx f3 Tox -

Entonces ¢ C {# € by:xn.(8) > f,f‘(ﬂ)} € Jox. Uwsz)

Sea N agradable. Usando el lema podemos definir, por induccién, una sucesién
((pm,)\m,Am) tm < n)

para algin n < w, que satisface:
1) k=X>M > > A
ii) Vm < n (Am € pefa, pm = Sup(NV N Am))-
iii) Vm <n (A, Ca).
iv) An =0, Ao={B €a:f)2(B) <xn(B)},

v) Ap € J<A;+1 \ J<rmp Bim < n.

Vi) Apt1 ={B € An 3f:,:.":11(ﬂ) <xn(B)}sim<n.
En efecto: Ap € J<j, por el lema. Si Ag =0, n = 0. En otro caso, por continuidad de
(J<A)x, €l menor 7 t.q. Ag € J< es sucesor, T = A\}. Las cldusulas ii) y vi) muestran cémo
definir Az, p1, y el mismo argumento permite continuar la construccién mientras A,, # 0.
Pero (Am)m es decreciente, asi que es finita.
Esta sucesidn caracteriza XN, pues XN [a\4,= fj‘: [a\do ¥

, i &
XN [am\am 41 = Fomit? [Am\Amss

para m < n.

Entonces |[{ xn : N es agradable}| < |[{ f}:p < X € pefa}]<¥], porque los fam, m <
n, determinan xn. Pero el conjunto a la derecha tiene cardinal |pcf a| | méx pef a| = &.
Esto completa la prueba de a).

b) La demostracién de la segunda parte del enunciado es similar a la de la primera.
Damos la idea: Como antes, podemos suponer 2% ¢ < Rs. El argumento es similar (ver [Sh3]
cap. XIII o [BuMa] por detalles). Sea a = (2%, Ns). Recuérdese que tcf([] b) = méx pcf b
para b que satisfaga las hipétesis del Teorema 37. Si J = [a]=f? \ {0}, |7| < |6]<¢ ¥,
si A€ J y A es infinito, A € Jep & cf(J[IA) < A. Sea g = cféd. Por el Teorema
39.b), o mejor 40.c), PP(Rs) es un intervalo de regulares, y de hecho también pcf,(a) =
{cf([[ A/D): A € J,D ultrafiltro sobre A } —la posible diferencia entre PP(R;) y pcf ,(a)
estd en que minpcf,(a) = (2#)*, mientras que min PP(R;) = Rf —. |pcf,(a)] < |8]*, de
modo que si % es el minimo regular t.q. [a]<* C J<x, Rs < £ < R(jsuy+. Un ligero cambio
en la definicién de a (o J-) muestra el resultado de la segunda parte del enunciado, pues
ahora tendrfamos | pef ,(a)| < o+ |B|* si § = a+ 8 con B # 0; lo tnico que falta es acotar
N{ en términos de k: Rf < x|d|#.

Para probar esto, se procede por contradiccién. De Rf > |§]* se sigue que |5]* < Rs. Se
escogen una sucesién (Sa)a € *[Rs]*, y un conjunto cofinal F4 es [[ A de tamafio < « para
cada A € J. |Fa| < & < R(jsn)+, de modo que si A = (|d]#)T+ M = X < N5 y |Fa| < Na.
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Como A es regular, puede construirse una coleccién P(Fg4,)) C [Fa]*, |P(Fa, )| < |Fal,
t.q. si ¢t € [F4]* hay un s € P(Fy4,)) con |s Nt| = .

Se construye también una coleccién de modelos M de tamafio u (subestructuras de Hy
para x grande), donde a € kK y € <F) es estrictamente creciente. La coleccién es continua
en el sentido de que si Sup Ran 7 es limite, M;* = Up<pom ¢ Mz, y t.a. {8, A}U S C My,
Rann C M.

Una subcoleccién de estos modelos hace el papel de los N de la parte anterior. Con esta
subcolecién puede definirse una familia de funciones fg, con B < SupRanpn, y otra familia
fgaconA€ {Be€J:BNA=0}=J) La subcoleccién y las 2 familias de funciones
cumplen una serie de restricciones que no vamos a mencionar. Con ayuda de las fg ase
escogen también elementos de P(F4, ).

La prueba se divide en 2 casos, segtin 4 > Rp 0 4 = Ng. En el primero se muestra que
las fg' son ahora las funciones caracteristicas: fg§(p) = Sup(Mg N p), al menos para cierto
B y una familia suficientemente amplia de valores de p. Gracias a esto se muestra que,
para un I € [k]*, definido por medio de los f§ a» 817 € I, M N Rs no depende de 7. Esto
permite hacer un conteo:

Si S =MJ)NNs, UyerSa € S. Entonces |S| > |Sa| =  para a € I, pero |P(S)| < 2~
Como |§]# < R, 2# < N5 < K, y tenemos la contradiccién.

El caso p = Ny es més intrincado. En el anterior se habia tomado un 8 que permitié
usar las funciones f§ como caracterfsticas. Ese 8, ahora, tiene cofinalidad (|4 |Ro)*. Esto
permite construir un drbol sobre <¥f y definir w elementos de J) asociados, (Ap)p, to-
dos contables, gracias a un teorema combinatorio mostrado por Shelah en otro contexto
(generalizaciones del lema del sistema A a drboles). La demostracién procede como antes.
Se considera un N < H, de tamafio A, de modo que |[N]#| = M = A < & = |I|. Para
obtener una contradiccién, N se toma de modo que Sy, C NVa € I. Esto se consigue
tomando A = |J,, An C N y verificando que, por las propiedades de los A;, si p € Ay
a € I, MF N N N p es cofinal en My N p para cierto n. Pero, as{ como antes MY N X5 no
dependia de v, ahora puede mostrarse que My Np C N Np. Esto produce la contradiccion:
Sa C Mg C My CN. Orez)

4. Cotas que no Dependen de la Exponencial.

El objeto de esta seccidén es discutir el resultado principal de [Sh8] cap. IX.

Teorema 43.
a) Sid es limite, § < Nats, entonces pp(Ra+s) < Raqjs+4. Por ejemplo, pp(Rw) <
Nu,. Si 2% < N, esto implica R¥ < R,,.
b) Vale mds: Si ¢ es lmite, ( < Rg, A = Reye, ¢ << of 6 =6 < [(|T ¥ pp(A) =
Re o, entonces v < k3.

Ahora bien: pcf{Rp:n > 1} = {s:w1 < £ < Y yresregular} = {Na41:0 <
ay Rat1 < pp(Rw) }, ¥ la relacién andloga vale para otros intervalos, asi que el teorema
a probar podria verse como: Si |a] < mfna y a es un intervalo de regulares, entonces
| pef a| < |a|*3. De nuevo, aparece relevante la pregunta 4.

La demostracién utiliza una estructura topoldégica inducida naturalmente por la opera-
cién pef. Comencemos entonces estableciendo unos resultados generales al respecto. No

todos serdn necesarios en lo que sigue.
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Def. 47. [Kuratowski] Un operador de clausura sobre un conjunto X es una funcién

Cl:P(X)—P(X)

r —

que satisface

a) =0
b) zCz
c)z==¢t

para cualesquiera z,y C X.

Es conocido (y ficil de ver) que Cl genera una topologfa sobre X definiendo z C X
cerrado sii z = Z.

S.p.d.g. (no cambia |pcfa)) 2/* < mina y mina = Ray1 es sucesor. Asf, en pef a no
hay debilmente inaccesibles: Si A = 2!°|, como |pcfa] < 2%/, pefa C {Raqp:8 < At} y,
si B < AT es limite, cf(Ra4p) = cf B <A < mina < Rasp.

Sea n = |a|, méxpcf a = Ragpt1. En P(p + 1) definimos Cl por

Z={7<p:Ratyt1 €pef({Natpr1:p €2}) }.

Es fécil ver que Cl es un operador de clausura: a), b), d) son obvios. Como |pcf a| < mina,
8i® C a, |[pcf?] < |pcfal < mina < mind, y pef(pefd) = pefd. De aqui c) se deduce
facilmente (sélo es necesario expandir la definicién de Z). e) es porque pcf(a U b) =
pcf(a) U pef(b). La topologfa generada es compacta por el Teorema 38.a). Los singletons
son cerrados, as{ que es Hausdorff. Por localizacién, si y € Z, hay un ' C z, |z'| < 7, t.q.
v € z’. Por ejemplo, si @ = {R,:n > 1}, la topologfa tiene cardcter contable. Todo Z
tiene un elemento maximal. Si § < p, cf § > w, hay un club C C é con C'U {4} cerrado por
el Teorema 40.b). Considerando una familia cerrada de generadores, cf. Teorema 38.b), la
topologia es totalmente desconectada, y pueden hacerse algunas otras observaciones.

Dem: (Teorema 43) Mostraremos a). 1) Sea A singular, A = R4 g7, B’ < Ror. Comence-
mos mostrando que pp A < a1 prj+5). En 2), usando forcing, reduciremos el 5 a 4.

Sea 6 = {Raryp41:8 < f'}. S.p.dg |a|f <mfnay Ry es regular. Para vy < [§'|7?,
sea Ay = Na’44. Asi, procediendo por contradiccién, (Ay),<|q+s lista los primeros la]+5
elementos de pcfa U {2 p es singular,p = Sup(u N pefa)}. Si 4 no es limite, A, es
regular, y si sflo es, Ay = s <y 6 €8 singular. La sucesién es estrictamente creciente. Por
el Teorema 40.b), si v < |a|t, cf v > w, hay un club C2 de « con tcf([[;¢ a1 Aot /Jgg) =
Ayl = méxpef{As41:d € C.:; }.

Necesitamos 2 resultados de combinatoria, que llamaremos (a) y (b), y cuya prueba
omitimos.

(a) Podemos hallar (C2)., ¢ 52 1.q.

i) 52 C |a[*®,
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i) 2 ={d € S5%:cfd =|a|*®} es estacionario en |a*®,
iii) Siy € §2, C2 es un subconjunto cerrado de 7 (en la topologfa del orden), y si v
es limite es no acotado,

iv) SiyeS$?, C2C 8,
v) Siq € S? el tipo de orden de C2 es < |a[*?, y
vi) Sivy € 52, 6 € C2; entonces § € $? y C} = 6N C2.
Para v en S? sea h2 un isomorfismo de orden de otp(C2) sobre C2,, y sea §3 = {4 <
laj*3:cfé = |a|t3}.
(b) Podemos hallar (C$)scss t.q.
(*) C} es club en 4, con tipo de orden |a|* = cf §, si @ € C§ entonces w < cf & < |a*.
(¥*) Si C es club en |a|*3, {§ € S3:C2 C C} es estacionario.
Para a < |a|t3 sea Po = {CiNa:d € 5%}, de modo que [Pa| < |a|t3. Sea C%, para
a € S? de cofinalidad |a|*, la imagen de Coip(ca Por hi. Sia € 5%, da < |at?, sea
Pa = {k%“(C):C € Porp(cz) }-
Entonces
a) Ca C aes club, otp(C4) = |a|t, Vo € S? con of o = |a]*.
B) Vé € 52,51 C C ¢ es club, CNCE también,y {a € C?: cfa=|a[t yCiCC}CS
es estacionario.
v SifeCy, Canp e P
d) Pj es una familia de a lo més [a|*® clubs de C}.
Para o € §2, of a < |a™, sea g(a) el minimo B t.q. si C € P y méxpcf{A,4g:7€C} <
Ala)+5, entonces méxpcf a < Ag.
Como cf(Ajg+2) = |a|*® > |a|™® > |P4|, tenemos que g(a) < |a|*®, y por tanto

E={a<|a|™:Sif <o, feS?ycff=]|a", entonces g(8) < a}

es club en |a|*5. Pero por (a)ii) S? C |a|t5 es estacionario, asf que hay un &’ € S? N E,
con ¢’ N E club en ¢’. Luego, por G), ya que C}, C §' es club,

A={aEC§,:cfa=|a|+yC§gEﬂ5'ﬂC',}:}

es estacionario en ¢’. Sea 4’ € A pto. de acumulacién de A. ' es punto de acumulacién
de E y C% C Cji. Por definicién de Cj,,

méxpef{ Aat1:a € Cy } < méxpef{ Aay1:a € Cj } < Apry1 < Aaft®.
Ademés, \* = méxpcf{Aot1:@ € C%} > Ay, Pero D = {Aay1ta € C5 } C pefa, y por
localizacién hay un b C D de tamafio < |a], con A* = maxpcfb. Como otp(C%) = |a|*
hay un 8 € C; con b C {Aay1:2 € C5, NG} = D*. Nétese que CL NBEPsy
méxpcf D* > A\*.
Esto es una contradiccién: A* < Aygy), B8 <7/, A* > Ay, pero v’ € E.
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2) S.p.d.g. 21°I" < mina. Basta hacer 52, 5% C |a|**, forzando con segmentos iniciales
de tamafio < |a|t*. Nétese que sélo es necesario tratar con { A} :ax € Cl}paraye Siy
con {A\t:a € CiNp} paraf € C3U {7}, v € S?, cfy = |a|*, en la prueba pasada. El
forcing no adiciona nuevos conjuntos de estos, asf que todo sigue como antes.

Sélo falt$ verificar (a) y (b). Ambos pueden encontrarse en[Sh8] cap. III. Son generali-
zaciones de trabajos anteriores de Shelah “adivinando” clubs. Ninguno de los dos requiere
de pcf. |a|t® aparece porque el argumento requiere de un regular entre el nimero de clubs
obtenido (|a[*?) y el cardinal sobre el que se construye la sucesién (|a]*®). Oras)

Observaciones. 1) ;Qué tiene esto que ver con la operacién de clausura? Hay otra
forma de presentar la prueba: Sea Clz = z = {a < |a|*5:Rat1 € pcf{Np41:8 € z}}.
Por contradiccién, supongamos Njqi+541 € pcfa. Como a es un intervalo, m = |a|*5.
Requerimos localizacién y la propiedad de clubs que mencionamos en la demostracién y al
nombrar las caracteristicas de la topologfa generada. Y no m4ds. Esas 3 propiedades bastan
para producir una contradiccién. El problema, claro, es que la contradiccién es elaborada.

2) No es necesario el argumento de forcing. Hubiéramos podido excluirlo, construyendo
‘a mano’ las sucesiones (con ayuda de cadenas de modelos con universos pequeiios, para
poder controlar los cardinales). Pero los detalles son bastante m4s elaborados.

Ahora bien: Se necesitaron 2 partes: 1) Producir con la teorfa de pcf una estructura
(una topologfa, en este caso), y 2) Mostrar que tal estructura no puede existir.

Teniendo esto como patrén cabe preguntarsesi | pcf a] = |a| puede probarse, al menos en
el caso que nos interesa —a un intervalo—, o siquiera |pcf a| < |a|*2, siguiendo esta idea.
[JSh2] muestra que no, al menos no sin cambios considerables, en el caso de |pef a] = |a.
Especificamente, Jech y Shelah considerana = {8, :n > 1} y suponen N, +1 € pef a. Esto
produce una estuctura sobre wq, en este caso correspondiente a una sucesién (Ba)a<w, de
conjuntos de ordinales contables t.q. mdx B, = a, o € Bg — B, C Bpg (la analogfa con
los generadores no es gratuita:

Bo = {€:Ret1 € by, . }

para (by), generadores transitivos), si A < o es lfmite, Bo N A ¢ (J24 U {Bgls<a) ¥
hay una particién de wy, wy = J,, Ar tal que |By N Ay| < wVa,n [Por supuesto, el caso
tratado es peculiar, pues no pueden usarse los resultados sobre clubs, asi que quizés el
mismo argumento, en el caso general, o cofinalidad > w, podrfa servir].

Pero el objetivo de [JSh2] es mostrar que una estructura asf existe. La prueba no es
constructiva: Se usa forcing para probar su existencia en una extensién de V y, luego,
gracias a un teorema anterior de Shelah sobre cierto tipo de nociones de forcing, que
incluye la considerada, se muestra que si hay una estructura en la extensién, hay una en

V.

5. El Primer Contraejemplo.

Presentamos aquf, muy brevemente, un resultado que fue usado Gitik para establecer
la hipétesis de cardinales grandes requerida para Con(—SCH) —ver cap. 3—. Su de-
mostracién puede hallarse (de nuevo) en [Sh8] cap. IX, pero si A < Rj, se sigue del trabajo
en [Sh3] cap. XIII.
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Teorema 44. Sea ) el primer cardinal t.q. J(\) > At + 2°fA. Entonces cf X = Ro,
Vi <A (pe < pt +2%) y pp(d) > At

Dem: La parte ‘clésica’ del teorema es facil: Si Af* > At 422, X es singular, incluso
A> 22y < X — pfB =yt 4 2¢'# En particular,
Mocp<hy =R — plo =yt
Luego, por induccién en p, usando el Lema 2,

p<A—ple < pt 4 2% <)

Entonces, si p < Ay of p =Ry, ppp = pt (esto es dificil, no es automdtico del Teorema
40.a)). cf A = No es el teorema de Silver (Corolario 12.b)), pero Shelah lo deduce sin usarlo:
El continda: Si cf A = Ry, ya estd, usando uno de los cardinales de cubrimiento que —no—
mencionamos en la seccién 1.b. En otro caso, f A > N ysicfu < cf Ay 292 < p < ),
entonces A < ut, por induccién en p, y por tanto p < A implica > < pt +2%2, de
nuevo por induccién.

Entonces pp()\) = A, y esto implica A* = At una contradiccién. Omitimos los

detalles. [(T44)

Shelah usa en la prueba mostrada 2 resultados. Uno de ellos extiende el Lema 2. El
otro mejora algunos de los resultados de Galvin y Hajnal:

Def. 48. cov(),x,0,0) es el minimo 4 t.q. hay una familia P de yu subconjuntos de A,
de cardinalidad < x, tal que

tCAfH| <0 —3IP CP(P|<ontc | A).
AEP

cov(, k,0,0) estd bien definidosi A>20>0>1, k2 wy
k>0o (kT =0y <o)
Por ejemplo, cov(\,k,0,0) =18l A<k, y
cov(), k, &, 2) = cf ([A]<", Q).
Este 1iltimo ejemplo es relevante (a la extensién del Lema 2) pues
AR = 28 4 of ([N]S%, C),

en palabras de Shelah, “as everyone knows”.
La generalizacién al Lema 2 es el signiente
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Lema 53.
a) SiA>2k>60>0, cfk>0ycfb >0 02 <), entonces

A< = cov(), k,8,0)<7 + (< K)<°.
b) Siw < cf) <6< 2% <)y la exponencial no es eventualmente cte. bajo A,

M= 2 = cov(\, A, (cf A) T, cf A).

Dem: Veamos a). < es relativamente ficil, a partir de la definicién. Para la otra
direccién, A > & implica A<? > k<% > (< &)<, y P = [A]<% muestra que A<% >
cov(), k,0,0). Basta observar entonces que (A<?)<? = A<, Si cff > o esto es obvio,
y también vale si 30’ < §(A<? = A?), pero esto ocurre si 2<% < A\. La demostracién de
esto tltimo no es elemental, y aparece en [Sh6] como parte de un resultado sobre cardi-
nales asociados a dlgebras booleanas. Hajnal, independientemente, también habia dado
una prueba. [(1s3)

Ver también [Sh3] cap. XIV.
La relacién con el teorema estd en que
1) cov(), &,0,0) + A = Sup{ppr(A*):A* € [5,A],0 < cfA* < 6} cuando A > k >
0>c=cfo>wy
2) (p. €f.) PPx(}) = cov(M, A, £7,2) cuando & € [cf A, A).
Acé, T =T'(6,0) = {I:36' < 8(I es un ideal propio w;-completo sobre §') }, y ppr(}) =

Sup{tcf(Ha<“)\a,<1):)\a = cfda < A = Supaeyray J}fd C I €T es un ideal sobre
p<A}
La ‘generalizacién’ del trabajo de Galvin y Hajnal es el siguiente

Lema 54. Si(Aa)a<s €8 una sucesidn estrictamente creciente y continua de cardinales
singulares > k& = cfk > w, h € "ORD y, si a < &, ATHE) - pp(Aa) < Ak ¥ PP(Ax) = ALY,
¥ 1 € [Aayda+t1), of p < & implica pp () < Aa+1, entonces y < ||k|.

Acd, ||h|| es el rango de h (def. 33) respecto a NSx (0 Cx). D(rse)

La demostracién ([Sh8] cap. VIII) es por induccién en B < <. Usando el lema, se tiene
(en la prueba del teorema) primero, que pp u = ut (por induccién) —con la notacién del
teorema—, y luego, que pp A = A, esto porque pp(u) < p# < pt + 29 para p < A.
Teniendo que pp A = AT, usando el Lema 53.b) no es diffcil ver que AEA = )t

Volvemos a omitir los detalles.
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Capitulo 3

Core Models

i Universo? La mera expresién de una idea mi-
nuscula en las mentes de quienes no saben lo
que dicen. Esa palabra es una burla. Pero jcuin
volublemente la pronuncian los hombres! jQué
poco comprenden lo artificioso de esa nocién!

(Henry Hasse, El Hombre que Encogid,
(1936).)

En este capftulo discufiremos la nocién de core models, modelos internos candnicos
para hipétesis de cardinales grandes, y su uso en el establecimiento de cotas inferiores
para Con(—SCH). Debido a la extensién del tema a tratar, en general omitiremos las
demostraciones. Comencemos retomando el lema de cubrimiento visto en la seccién 5 del
capitulo 1.

Def. 49. Sea M un modelo interno. M es rigido sii no existe j : M —+ M no trivial.

En el Teorema 35 demostramos, entre otras cosas, que 0! no existe sii L es rigido. De
hecho, para cualquier real a, a' existe sii L[a] no es rigido. La hipétesis de no rigidez de

un modelo interno M implica trascendencia sobre M (V # M), pues si j : M =4 M esno
trivial, j no es definible en M por el Teorema 23, de Kunen.

Lo importante en el caso de L, para la aritmética cardinal, no es tanto su rigidez o no.
Es que, por el Teorema 36, esto equivale a la propiedad de cubrimiento para L.

Def. 50. Si M es un modelo interno, M tiene la propiedad de cubrimiento, CP(M), sii
VX C ORD, si X es no contable entonces hay un Y € M con X CY CORD y || = | X]|.

Nétese que el Corolario 15 es vilido con M |= GCH en lugar de L si remplazamos la
hipétesis de no existencia de 0% por CP(M). Nuestra atencién ha sido hasta ahora sobre
todo para la nocién de rigidez, pero CP es acd m4s relevante: los core models ‘usualmente’
satisfacen GCH y, aunque no necesariamente cumplen CP, sf cumplen algunas versiones
débiles.

Estamos interesados en modelos de la forma L[A] o similares, de modo que contemos
con una teorfa de estructura fina a nuestra disposicién. El plan original, que modificaremos
rapidamente, es el siguiente:

Supongamos que podemos construir M modelo interno t.q. M =V = M, M = GCH
y CP(M). Si P es una propiedad de cardinales grandes, y 3x P(k) se refleja (vale) en M,
entonces en consistencia -SCH es mds fuerte que Jx P(k). En efecto, si hay un M asi,
SCH vale. Luego, de Con(3x P(x)) no podemos deducir la consistencia de su negacién.

Por desgracia, CP(M) es una propiedad muy restrictiva respecto a la estructura de M.
Por fortuna, a veces las versiones débiles bastan.
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1. Ultrapotencias Iteradas.
Recuérdese la demostracién del Teorema 35. Ahi introdujimos un elemento basico para

la teoria que queremos presentar.

Def. 51. [Kunen] Si M es un modelo transitivo de ZFC y k € M es no contable en M,
U es un M-ultrafiltro sobre & sii (M,U) = U es un ultrafiltro sobre &, y si f € (*"M)M =
*MNM, entonces {a < £: f(a) €U } € M ((M,U) es debilmente sensible). En particular
U C P(k)M, aunque tal vez U ¢ M. Asumiremos que U es no principal y x-completo en
M (M-k-completo).

Como era de esperarse, la existencia de ultrafiltros M-x-completos implica que x posee
propiedades de cardinales grandes, aunque no necesariamente medibilidad; y tales propie-
dades deben estar presentes. Por ejemplo, si k es (digamos) Ramsey, entonces hay un
L-ultrafiltro sobre x, L-«s-completo. Por otra parte, si hay M-ultrafiltros M-«&-completos
para algiin k, k es k-Mahlo en M (de hecho, més).

En la demostracién del Teorema 35 consideramos la ultrapotencia de L médulo ¢, ¢ un
L-ultrafiltro. La situacién y sus resultados generalizan nuestro trabajo con medibles en el
capitulo 0. Para comenzar, basta que M |= ZFC™, p. ¢j. M = H, para k > w regular.

Def. 52. Si Y/ es un M-ultrafiltro M-k-completo sobre k y f € *M N M, .fiu es como
en la definicién 16, restringiéndonos a funciones g € M. Si se desea formar una estructura
N = (M*"/U,u™N), deberia definirse Y. Nosotros definimos la interpretacién UN de U
en N viéndola como un predicado, y definiendo

N | o(%, Z'{N)

para cada férmula . Por induccién, basta definir N = ofu eN UN, y esto significard
{a:f(a) € U} € M. Nétese que tal definicién tiene sentido por sensibilidad débil. No
estamos definiendo U como un conjunto, aunque esto seré posible en el colapso transitivo
de WV, en la forma obvia, si tal colapso existe.

N satisface el lema de Loz, pero como *M N M puede ser muy pequefio en realidad,
U podrfa ser lo bastante débil como para que M" /U no sea e/ -bien fundamentado. Si
sf lo es, tomemos su colapso, Ult(M,U) = M (M,U). Como antes, hay una sumersién
candnica ]

g M= (M,U) = M = (UM (M,U),u’),

con crit j = & (y, si M |=U es normal, [idc]y = &). M’ no es necesariamente una clase de
M. Incluso, puede darse que ORDM < ORDM'. , !

Pero la teorfa es muy parecida: j [vm= idym, VM = VM P(g)M = P(e)M (s
z€Pz)M, z=j(zx)NseM’. Size P(z)M', digamos z = [f], entonces

c={a:{B<r:aef(f)}eU} e M,

por sensibilidad débil), (k)M = (sH)M', U ¢ M' y UM’ es un M'-ultrafiltro sobre j(x),
normal en M/ si U lo es en M. Como 5 no es necesariamente sobre, también es importante

notar que, al menos, es €-cofinal. Ver [K] por detalles.
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El objeto de esta seccién es explicar cémo iterar la construccién de ultrapotencias,
cuando sea posible. Nos interesa el caso en que tenemos modelos internos.

La idea es sencilla:

Se comienza con Mo = M, Up = U, joo = idu, ko = . Segtin (M, U), U es un ultrafiltro
normal sobre . Si ya estén definidos My, Ua, Ka ¥ jo,s Para a < B < 6, donde cada M,
es transitivo, cada U, es un M,-ultrafiltro normal sobre k4 y Jap : Mq = M, 8, entonces

o Sid=n~+1,y UM (M., U,) existe, sea M; esta clase, j4 la sumersién asociada,
ks = Jy5(ky) ¥ Us €l Ms-ultrafiltro normal sobre x5 inducido por Jys. Sia <4,

Jab = Jx5 © Jay, ¥ Jo5 = idpm;.
e Si 4 es limite, consideremos el limite del sistema dirigido (es dirigido por induccién)

<(<M°’u°))a<57 (jaﬁ)05ﬁ<5>’ ((M',U'), (ja)a<6>-

Lema 55. Si (M',U') es bien fundamentado, sea (M;,Us) su colapso. S.p.d.g., M5 =
M', Us = U. Entonces Us es un Mj-ultrafiltro normal sobre x5 = Ja(ka) para a < 6.

Asf, definiendo jos = ja, js6 = idpm,, podemos continuar.

Dem: Debe verificarse primero que (Mj,Us) puede tomarse, para lo que basta ver que
€M’ es como-conjuntista. Esto es facil: si yeM g 4= Jos(§) para algin a < 8y § € M,,
Y = = jpé(%) para algiin < § y Z € Mp. S.p.d.g., a > B, y por elementaridad § € jga(Z).

Recfprocamente, esta condicién equivale a que y €M’ z. Luego,

y €M 2+ 30 €[8,6)32 € Mo (y = jas(2) A 2 € jpalE)),

y{y € M':y €' 2} es un conjunto, por remplazo (si se quiere, puede remplazarse cada
3 por 3!, tomando el minimo « testigo, y z ya es necesariamente tnico).

Del resto del enunciado lo tinico no trivial del todo es que (Mj,U;) es debilmente sensible:
Si f € (" M;s)M:, sea o < & t.q. f = jas(f) para alguna f € ("= M,)M=. Como (Mo, Ua)
es debilmente sensible, {8 < kqo:f(B) € Ua} € M,, y por elementaridad tenemos lo
querido. D(L55)

Contintiese la definicién mientras se obtengan modelos bien fundamentados. Hay ahora
2 posibilidades: existe un 7 t.q. M, esté bien definido Ya < 7, pero M, no existe, o no
hay tal . En el primer caso, hagamos 7 = 7, y en el segundo 7 = ORD.

Def. 53. ((Ma,Uq,Ka,japlacpia < 7) es la iteracidn de (Mo, Up) y T es su longitud.
(Mo,Up) es iterable sii T = ORD.

No hay problema en asumir que Mp sea una clase propia, pues la iteracién puede
codificarse como una sola clase, ya que cada etapa es definible desde (Mp,Up).

Lema 56. Sia<fer,

a) jaﬁ [V£1:= .idv';u: yjap(h‘,a) = Kg > Ka.
b) P(ka)M= = P(kq)Me.
c) Sip es limite, kg = Sup,<pg ka. Dwse)
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Los ultrafiltros U, (a € 7) pueden en general caracterizarse con facilidad. P. ej., Kunen
mostré que (por normalidad) si « es limite,

Up = {X €P(ra)M=:3<a({my:B<y<a}SX)},

y tenemos el siguiente
Lema 57. Va < 7(My = {joa(f)(a): fEMoya€E Hxp}s<al<“}). Osn

Bista es una versién débil de normalidad que involucra también la idea de que los (kg)g<e
son indiscernibles en M, para cada o € 7. También la encontraremos en la demostracién

del Teorema 60 en el capitulo 4.
El concepto importante acd es el de modelo iterable. Estos admiten diversas caracteri-
zaciones, comenzando con un resultado de Gaifman: 7 = ORD +— 7 2 w1.

Def. 54. Un M-ultrafiltro U es contable-completo sii Vf € “U ([, f(n) # 0)-

Pedir que U fuese w;-completo serfa demasiado exigente, aunque por supuesto lo es en

el sentido de (M, U).

Def. 55. [Jensen] (M,U) es contablemente iterable sii Vj : (N,V) =4 (M,U) con N
contable, la longitud de la iteracién de (N, V) es > w;.

Teorema 45. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para Up normal en My:
a) (Mo,Uo) es iterable.
b) [Gaifman] T > wi.
c) [Kunen] Para algin o < 7, Uq s contable-completo.
d) [Jensen] (Mo, Up) es contablemente iterable.

e) [Jensen-Dodd] Si j : (N, V) =4 (My,Up), entonces (N, V) es iterable.

En particular, si M es un modelo interno, y U € M, o si hay un « sobre el cual ¥ es un
ultrafiltro s-completo, (M,U) es iterable.

Dem: a) — b) Trivial.
b) = ¢) T > w; por regularidad de w;: si ((M,U), (o)<woy ) €8 €l limite de

(((Maa ua))a<w1 9 (jaﬂ)a$ﬂ<w1 >a

Y (fa)n es €M-decreciente, sea (gn)n t-Q- fn = Jan(gn) para cada n. o = Sup,, an < w1, ¥
en (My,U,) habria una sucesién €-descendente.

El resutado querido se demuestra andlogamente, con o = w; testigo de c):

Por la caracterizacién de Kunen de los U,, mencionada arriba, si Xy, € Uy,, hay un
an < w; con {Kg}ta,<p C Xn. Entonces N, Xn # 0, pues Ksup,, a,, €8 UNO de sus elementos.

c) =+ d) La demostracién recuerda el argumento con que mostramos el Teorema 16.b).
Sea o como en c). Basta mostrar que (Mg,Ua) es contablemente iterable. Sea (No, Vo)
contable y sumergible elementalmente en este modelo. Por induccién en B < wy se verifica

que (Ng,Vp) estd bien definido, y que hay una sumersién eg : (Ng, Vg) =y (Mg, Us)
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compatible con las sumersiones generadas por la iteracién de (No, Vo); esto es, si j g;’ :

Ng Bty N., es como arriba, eg = ey ojg'; para 8 < v < w;. En etapas limite 3 esto es facil,

pues Ng es un limite directo (sumergible en (Ma,Ua) gracias alos ey, v < ). Si Ng, Vg, g

han sido definidos (8 < w;) entonces |Ng| = w, como se verifica ripidamente, y Nes“Vs #
P

0, por la escogencia de . Sea y en tal interseccién. Definiendo j : (N g” /Vp,VNﬂp/ Vey

(Mq,U,), donde pg es el Ng-cardinal sobre el que Vg es un Ng-ultrafiltro, por

3(1F]) = ep(£)(m),

es facil ver que j es elemental, y por tanto la ultrapotencia es bien fundamentada, y
(Ng+1,Vp+1) estd bien definido. Es sencillo mostrar que la sumersién eg+1 de este modelo
en (Mg, Uy ) satisface eg = egy1 0 5 283 +1y ¥ de aquf es clara la condicién més general que
también debe verificar.

d) =€) Sij: (N,V) =% (Mo, Us), (N,V) también es contablemente iterable. Asf que
nos basta ver que si (Mo, Up) lo es, entonces es iterable. Por contradiccién, supongamos
que 7 € ORD. .

o Sit=0F+1,sea M = (M;p/Up, eM,uM).
e Si T es limite, sea M el limite directo de la iteracién de (Mo, Us).

En ambos casos, sea i, : (Mo, Up) —+ M la sumersién asociada.

La demostracién depende de generalizaciones de los resultados mencionados arriba sobre
caracterizaciones de las ultrapotencias; la idea es tomar un testigo {z.}, de que M no
es bien fundamentado, con z,41 €M z.VYn < w. Asociado con cada T, encontramos un
conjunto A, finito de ordinales < 7 y una funcién finitaria f, € Mp t.q.

Tn = ir(fn)(ﬂ_a))aeA,.,

por el Lema 57.

La clausura de Skolem de {fn}» en (My,Us) produce una subestructura elemental con-
table de (M, Uo) ,(N, V). Si 7V eslalongitud de la iteracién asociada con N, por hipétesis
7V > wy, y por tanto 7™ > otp U, An. Un argumento con indiscernibles, y el lema de Loz
permiten entonces construir una sucesién {Z,}, C N t.q. £p4+1 €M z, implica Tnt1 € T
para cada nz. Pero esto es una contradiccién.

e) = a) Trivial. D(T45)

2. L[Y]. .

En la seccién 5.c del capftulo 1 explicamos construibilidad relativa. En este capitulo
trataremos con casos particulares de tal construccién, relacionados con la presencia de
cardinales grandes en V. Supongamos por ejemplo que x es medible, y que ' es normal
sobre k. SilU = U' NL[U'], U € L[U] = L{U'] y U es normal sobre « en el sentido de
L[U]. En lo que sigue supondremos que es tal el caso. En general esto puede darse sin que
siquiera sea necesario asumir que & es un cardinal (en V).

El resultado principal de [Kul] es el siguiente teorema.

Def. 56. M = (L[U],U) es un k-modelo sii U € L{U] y M |=U es normal sobre &.
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Teorema 46. [Kunen]

a) Si (L[U],x) es un k-modelo, entonces en L{U] k es el nico medible y U la unica
medida normal sobre k.

b) Ademds, V& existe a lo méds un U t.q. (L{U],U) es un k-modelo.

c¢) Los modelos L[U] asi construidos estdn relacionados entre si en el siguiente sentido:

VK1, k2 (k1 < K2 A (L[U;],U;) es un k;-modelo (i = 1,2) —

L{i;] es una ultrapotencia iterada de L[U], es decir, si My = L{Uy] y Vo = U (de
modo que 7 = ORD), hay un a con (My, Va) = (LUs],Uz)).

Hallamos asf el primer ejemplo no trivial de comparacidn (de iteraciones) de modelos
dados, bésica a la teorfa de Core Models.

Dem: a) Supongamos que (L[U],U) es un s-modelo. Comencemos verificando el resul-
tado, debido a Solovay, de que en L[] no hay més medibles que x. Hay varias formas de
argumentar. Por ejemplo, puede mostrarse que si A > & es medible en L[] —o, incluso,
Ramsey— hay un sostenido para L[], lo que contradice que L{U/] = V = L[U]. La existen-
cia de tal sostenido suele expresarse diciendo que 0f existe; hipétesis a la que volveremos
en la siguiente seccidn.

Una prueba directa puede darse como sigue: S.p.d.g. V = L[], y supongamos que A
también es medible. Sea V normal sobre }, j = 3, : V=% Ult(V, V) = M.

Sik< A UEV,,as que j(U) =U y M = L[j(d)] = L[U] = V, una contradiccién.

Si A < kK, mostremos que j(i) = U N M, de nuevo una contradiccién: Si I = {p €
(A, K] s 4 es fuertemente inaccesible }, j [1= idy, por el Teorema 17.b. Si X € U N M, por
normalidad X NI € j(U). Luego, UNM C j(U). Pero j(U) € My j(U) € My j(U) CU,
yaquesi X = [f] € jU), (NRan f)NI C X,y (JRanf € U.

Demos ahora la idea de la demostracién de que U es la tinica medida normal sobre
k en L{i{]: Claramente, basta probar b) pues entonces en L[U] si V es normal en £ y
Y NL[V] =V, L[V'] es un £ — modelo y por unicidad V' =U, y por tanto V =U.

Si A > & es regular y suficientemente grande (basta que A > |(*5)MH (), joa(k) = A ¥
Ca NL[C] = joa(U) (recuérdese que Cy es el filtro club sobre ).

Para ) asf, si &' < £ y N es un s’-modelo, P(s') N N = P(x') N L[Cx] = P(x") N L[U].
Puede mostrarse que L[] = GCH, lo que permite probar que si § > (k™ )Ll (por ejemplo,
& = )), (Ya)a<s €8 creciente, 90 > kK y p > Sup,Ya es un cardinal, P(x) N L] =
P(k) N N, para N = L[V] ‘otro’ k-modelo, estd contenido en la clausura de Skolem de
X = {Yata U (s +1) en L[t

Entonces, si A, 6, (Ya)a ¥ ¢ son como arriba, s.p.d.g. cada 7, y ¢ es dejado fijo por
jor, ysiz €U, z ={B < k:L,U] E ¢[B, &, §a, Eta] } para algunos pardmetros 7 en £ y
alguna férmula . Claramente, basta mostrar & C V. Pero si y € L,[V] es el conjunto
definido de igual forma, y € V y i) = {8 < A:L,[Ch] k= ¢[8, 2,80, 7]} = Jga(2) ¥
z=jlh(z)Ne=jhy)Ne=y.

c) Sea p mfnimo tal qué hay un p-modelo (Mo, Up). Sea N un o-modelo. Si o = joa(p)
para algin o, N = (Mg,U,) por b), asf que basta mostrar que joa(p) < 0 < Jo(a+1) €8
imposible, y para esto es suficiente asumir @ = 0. Sea V normal sobre ¢ en N. SiCy,
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(Ya)a<s Yy #> A =cf A > 0% son como en b), comoa =0 ¢ = [flu, para alguna funcién
f5 ¥ Joa(f) esté en la clausura de Skolem de {ya}o U (p+ 1) U{\} en L,[C)]. Como Uy es
normal, joi1(f)(x) = . También jor(f)(x) = o, y por tanto o es definible en la clausura
antes mencionada.

Esto nos lleva a una contradiccién, pues si

Lu[C)] |z 0 = t[7a, B, )] (los parédmetros 7 en p+1),

por jyl tendrfamos también L,[C)] = 5%, (0) = t[¥a, 5, Al. Pero 3} (o) > o. O(t4s)

En la siguiente seccién mostraremos, entre otras cosas, que si L[U] es un x-modelo,
entonces si es rigido satisface una propiedad de cubrimiento débil, de modo que en consis-
tencia ~SCH es més fuerte que la existencia de un medible.

3. K y el Lema de Cubrimiento de Dodd-Jensen.

Supongamos que hay un x-modelo para algiin . Entonces [, e orp L[Uz], donde L[]
es un k-modelo, no depende de &, por el Teorema. 46.c), ya que (L[ia])a es decreciente.
En esta seccién definiremos K, el primer modelo que recibié el nombre de Core Model.
K, al contrario de L, no es absoluto. Su forma depende en gran medida de los cardinales
grandes presentes en el universo. Si llegase a haber un modelo interno con un medible,
K =, L{Us], con L[Up] como arriba, y ésta es su forma maximal.

Requeriremos de algunos elementos bésicos de estructura fina. El estudio detallado de
K depende profundamente de la teorfa de estructura fina, pero no lo emprenderemos acé.
K estara formado por ratones. Los ratones serdn comparables, de manera anéloga a lo
indicado en el Teorema 46.c). Si 0% no existe, K = L, y los ratones se reducirfan a las
etapas de la jerarqufa (Ju)a, que son comparables trivialmente mediante contenencia. A
medida que se asciende en la jerarqufa de cardinales grandes, los resultados de comparacién
resultan més dificiles, y oportunamente los iremos mencionando.

Para evitar trivialidades, se exige que exista 0f para que existan ratones. De hecho, el
primer ratén (en un orden que més adelante definiremos) y 0% son interdefinibles, y cada
sostenido (asociado a un real) genera un ratén. La introduccién de K por Dodd y Jensen
se debi6 a su deseo de generalizar los resultados respecto a L que se tenfan gracias al lema
de cubrimiento. La forma maximal de K es responsable del resultado mencionado al final
de la seccién anterior.

Omitiremos los detalles, para los cuales referimos a [DoJel,2,3] y [Dol,2].

Def. 57. N = J,[U] es un prerratdn sii es un N = U es normal sobre k para algfin
Kk < a. En tal caso, N es un prerratén en x.

Lema 58. Si Ny = Ja|[lp] es un prerratén y la ultrapotencia de Ny por Uy es bien
fundamentada, Ult(No,Up) es un prerratén. Oy,zs)

Esto se sigue rdpidamente de la teorfa general de iteraciones.

Def. 58. Si My y Ny son prerratones, My <* Np sii son iterables y M, € N, para
alguna etapa o de la iteracién. My =t Ny sii M, = N, para algin a.
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Lema 59.
a) Cualesquiera 2 prerratones iterables Mo y Nop son <*-comparables.
b) My = Ny sii Mo = No 0 My es una iterada de Ny o viceversa.
c) <* es un buen orden en las clases de equivalencia generadas por ~. [(1s9)

La demostracién depende de resultados similares a los ya mencionados: Si Mp es un
prerratén en k iterable y 8 > x es regular, hay un a t.qg. Np = J,[Ce]. De aquf a) es
inmediato, y c) se sigue también con facilidad.

Dodd y Jensen introducen entonces el concepto de prerratén aceptable. La definicién
es técnica, y la omitimos. Si un prerratén N es aceptable, Vu € N infinito hay una
sucesién (af;:i < pAwj < (ut)N) que codifica a P(u) N N y tal que todo segmento
inicial (wj < T para algtin 7 < (u*)") est4 en N. Esta sucesién es X3(N) de manera uni-
forme. Tal codificacién permite establecer algunos resultados que muestran caracteristicas
del &; -proyectum py de N, definido como el menor p < a t.q. P(wp)NE1(N) € N, donde
N = J,[U]. Si N es aceptable, su ¥;-proyectum mantiene la mayorfa de las caracterfsticas
del ¥;-proyectum de @, como las mencionadas hacia el final del capftulo 0; en particu-
lar hay cédigos estdndar. Como se mencioné en el capftulo 0, esto permite caracterizar
las sumersiones elementales (o X;-elementales) que se presentan al relacionar distintos
prerratones.

Se define entonces el concepto de ratdn, bésicamente un prerratén aceptable N asociado
con €l cual hay un ‘prerratén’ iterable N’. Con la iteracién de N’ se puede definir una
‘iteracién’ (mouse iteration) de N.

Simplificando bastante (de modo que no podremos desarrollar la teorfa de estructura
fina de K), nos limitaremos a prerratones en & N iterables con py < & (puede mostrarse
que todo prerratdn iterable es aceptable).

Si 0 existe y S = (Ka)a €8 la clase de indiscernibles de Silver para L, enumerados en
orden creciente, sea k = K, y seald = {z C k:S C z es acotado en « }. Entonces Jy+1(]
es un prerratén en k, y puede mostrarse que 0% € Ty (Jx41[U]) \ Je+1[U]. Esto grantiza
que N = Jy41[U] es un ratén (de hecho, py = 1). En el orden <* definido previamente,
N resulta el menor ratén, y la existencia de uno implica la de 0%.

Asociado con cada ratén N = J,[U] hay una familia Cy de indiscernibles para N (Cn
puede ser vacfo). Cy es de la forma (YU N Ay “(w X [Jpy, Upni]<¥)). Acd, hy: se define
en términos de las sucesiones (af;) mencionadas més arriba y resulta ser una funcién de
Skolem candnica para N, y pN' es una sucesién finita de ordinales t.q. hay un A € ORD
¥1(N') con ANwpn: ¢ N'. La exigencia de condiciones adicionales, y de un buen orden
estdndar de [ORD]<“ garantizan la buena definicién de py:. Puede mostrarse que los
cédigos estdndar Ay y los conjuntos py son conceptos reducibles uno al otro.

Para todo & hay a lo més un ratén N que es prerratén en & (un ratén en k), para el

cual |CN| = w.

Def. 89. D = {({,x):£ € Cy para N un ratén en & con [Cn|=w }.

Si a € ORD, K, = Jo[D] y K=L[D] = U, Ka-. K es el core model.

Nétese que K = L si 0! no existe, pues en tal caso D = ). As{ mismo, si oM@ existe
pero no 0¥etD) K = L[0¥®)], Algo més dificil de demostrar, si L[/{] es un s-modelo con
iteracién (L[Uy],Ua; Ka)a, K =, LiUa].
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K es un modelo interno que satisface GCH, y los comentarios anteriores muestran que
definitivamente K no es absoluto aunque, si M es un modelo interno, KM = K N M.

a. El Lema de Cubrimiento para K.

El resto de esta seccién estd dedicado a discutir la generalizacién del resultado de la
seccién 5.5 del capftulo 1 al caso de K. Como mencionamos al comienzo de este capftulo,
no conseguiremos mostrar CP(K), pero s{ una versién débil, de la que se sigue que la
existencia de un medible no basta para forzar ~SCH.

La demostracién de esta versién débil requiere estructura fina, de modo que sélo daremos
una rapida idea.

Def. 60. ‘0t (0 daga) existe’ es la afirmacién de que hay un x-modelo para algin &,
que no es rigido.

Como con 0%, puede definirse 0f como un subconjunto de w, y no pertenece a ningin
k-modelo. Hay varias caracterizaciones de la existencia de 0f. Kunen mostré, por ejemplo,
que si & es medible, 0 existe sii (k7)™ < 2%, donde L[] es el k-modelo. En particualr,
los medibles satisfacen la hipétesis del continuo si 01 no existe.

Teorema 47, Si— CP(K) entonces hay un modelo interno con un medible. En tal caso,
si 0 no existe, entonces o bien el menor x-modelo L[U] tiene la propiedad de cubrimiento,
o hay una sucesién de Prikry C para U tal que L{U][C] tiene la propiedad de cubrimiento.

Observacion. El resultado no puede mejorarse. Més exactamente, del resultado de
Prikry en la seccién 4.6 del capftulo 1 se sigue que si L[] es un k-modelo, hay una
estensién genérica de L[] donde L[U] no tiene la propiedad de cubrimiento (pues cf £ = w
en la extensién).

Corolario 20. Si 0t no existe entonces SCH vale. En particular, la existencia de un
medible no basta para establecer Con(—SCH).

Dem: K, L{U] y L{U][C] son modelos de GCH, donde ¢/ y C son como en el enunciado
del teorema, pues forcing con C no altera la exponencial. El resultado se sigue, como se
menciond antes de la seccién 1. O¢c20)

Dem: (Teorema 47) La demostracién se realiza en 3 etapas: Primero se establece que
si K no es rigido, hay un modelo interno con un medible. Luego, se muestra que si K es
rigido, CP(K). Finalmente, se establece el resultado sobre L[i].

Primera Etapa.
Nétese que si hay un tal modelo interno, K no es rigido, como se sigue facilmente de
considerar su forma en este caso.

Lema 60. Sij: K=+ M, M un modelo interno, entonces M = K.

Dem: O bien K = L, o bien existen ratones. En el primer caso, tenemos lo querido,
y j = idy. En el segundo, por elementaridad M |= VzIN (N es un ratén y z € N).
Entonces M C K. Por contradiccién, si IV es un ratén en k en K\ M, y 6 > j“(x) es
regular, entonces sean N® = j®(N) y N® = N} la f-ésima, iterada de N™ para n € w.
Puede mostrarse que N"t! € N, y por tanto (N"),, contradice fundamentacién. O(v60)
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Supongamos que K no es rigido. Entonces 3sIU (VY e K([YK <k 2 Y NUEK) y
U es una medida normal en P(x)X contable-completa).

En [DoJel] se demuestra esto bajo una hipétesis adicional: si j : K = K,critj =&
y J(R) = & es regular, enronces « es como arriba. Para mostrarlo, se definen conjuntos
Xa (a € [R,k]) con ayuda de hy, la funcién de Skolem canénica para K, y sumersiones

ja: K K (acd se apela al Lema 60). Si o es cerrado bajo las funciones primitivas
recursivas (ver def. 31), Xo = { ja(£)(1)t 4 < a, f € (*K)K ).
Si o = (@)X, Uy = { X € P(a)¥ 1 € jo(X) } para a asf,

(Kr.,Ua) = Uy es normal sobre a,

Y (K., ,Ua) es sensible.

Si cf (1) > wy U = U, <r, J(Ur N K,) es el ultrafiliro buscado.

Si cf(7x) = w, pueden definirse subconjuntos U? (n < w) de cada Ua, y U =, Jo(U3)
para o suficientemente grande es como se busca.

Luego, podemos tomar x y ¢ como arriba. Si hay un modelo interno con un medible,
terminamos. En otro caso, P(k)Ll € P(k)X. Sea z € P(k) N (L[U]\ K), y & minimo con
z € Jot1]U]. De las condiciones en U y &, M = J,[U] es un prerratén iterable, y pm < &.
Si N es <*-mayor que M, M' € N para alguna iterada M’ de N, y si z es X,(M), de
Tn(M) N P(k) = on(M') NP(k) C N C K obtenemos la contradiccién z € K.

Segunda Etapa.

Si K es rigido, CP(K).

La demostracién recuerda la del Teorema 36, pero requiere de bastante més trabajo
y procede como en [DJe] y no como en la mostrada; por supuesto, podemos asumir la
existencia de 0. Se comienza formulando una versién débil que basta para implicar el
resultado. Esta versién es'anéloga a (la negacién de) la afirmacién luego del Lema 43. El
argumento consiste en mostrar que si esta versién no vale, hay un modelo interno con un
medible.

Primero, se muestra que K es invariante bajo extensiones genéricas de V (por conjuntos),
bésicamente una generalizacién a ratones arbitrarios del resultado para 0¥ mostrado luego
del Lema 42.

Luego, asumiendo un contraejemplo a la afirmacién, se consigue una extensién genérica
en la que hay un tal contraejemplo, y con él se construye el modelo interno, lo que contradice
la rigidez de K, o la afirmacién vale, y de manera elemental se sigue que vale en V.

Para establecer esto se requiere estructura fina. Se establece un andlogo a condensacién
y se aprovecha la estructura de los conjuntos de indiscernibles Cy asociados con algunos
ratones. El modelo interno se construye aprovechando una sucesién de ratones particular
(un ‘nest of mice’), coherentes en cierto sentido. La existencia de esta sucesién permite
construir un sistema dirigido cuyo imite directo produce un x-modelo.

Tercera Etapa.
Si U es un ultrafiltro normal sobre un medible x, una w-sucesién C cofinal en « es de

Prikry para U sii Vz € Y 3y < & (C \ v C z), o equivalentemente sii Vz € U (|C \ z| < w).
Por supuesto, tal C sélo existe en una extensién genérica del universo. Que C sea
de Prikry quiere decir que permite definir un Py-genérico, y existe en la extensién por
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tal conjunto (IPy es el forcing de Prikry, definido en la seccién 4.5 del capitulo 1). Esta
caracterizacién es debida a Mathias.

Si L[U] es como en la hipétesis del teorema, supongamos que es rigido, pero no posee la
propiedad de cubrimiento. Puede mostrarse que el menor L[U]-cardinal para el cual falla
CP es x mismo. Se fija un nest of mice A, que existe porque la existencia de L[U] garantiza
la no rigidez de K, y se construye una sucesién de ordinales A’ tal que si

A={p:IN € A(N es un ratén en p) },

entonces A’ es estacionario en A y Va,o' € A’y < 5(ja“(Ca \Y) = jor “(Co \7),
donde C, es Cy para N € A un a-ratén, y j, es un isomorfismo entre ratones definido en
términos de A.

Sia € A’y C = jo“Ca, por la forma en que los j, son definidos, si z € P(x)HM,
z €U ¢ Iy < k(C\v C z), de modo que C es una sucesién de Prikry para U, y sélo
debe mostrarse que CP(L[U][C]). Si esto no es asf, de nuevo el menor cardinal que da
un contraejemplo es «, pues de lo contrario L[] no es rigido. Se muestra entonces que si
X Ck, X el y | XM < 5, hay un ¥ € L{U][C] con X C Y y |Y|HHMIC] < .

Asumamos V = L[], M = V[C], para no estar indicando ‘en L[]’ en el resto del
argumento.

Sea X Crt.qsiY € M, X CY, entonces |X| < |Y|. Por supuesto, |X| < &, asf que
haywm Y e Mconpu=Y'M<rkyXCY. Sig:pu—Y € M es una biyeccién, y
X'=g71“X, X' Cu<k,asiquehayun Z D X' con Z € M, |Z| = | X|. SiY = 9“(Znp),
Y contradice que X sea testigo de - CP(M). Este argumento final es en esencia el de la
afirmacién luego del Lema 43. O(rar)

4. Extenders.

Kunen y Paris hacia el 70 consiguieron mostrar mediante forcing que si & es medible,
es consistente que tenga Jj(x) ultrafiltros normales. Esto contrasta abiertamente con el
Teorema 46.a). Como esperamos sea claro para el lector que nos ha seguido hasta acé,
los ultrafiltros normales son fundamentales en el estudio de los cardinales grandes. Una
clasificacién muy precisa de estos, en los primeros niveles luego de simplemente medibilidad
proviene de considerar un orden sobre las medidas normales.

Def. 61. [Mitchell] Si Y y U’ son medidas normales sobre &, 2 <1 U’ sii U € Ult(V,U").
Teorema 48. < es un orden parcial bien fundamentado.

Dem: Por Loz, U € Ult(V,U’) sii X € U’ t.q. hay una sucesién (Ua)a e x con cada Ua
un ultrafilirosobre o, y Ve Ch(z €U +— {a € X:zNa elp } €U').

Esta incémoda caracterizacién permite mostrar que < es transitivo. Para mostrar buena.
fundamentacién supéngase que no se tiene, y sea x el mfnimo medible para el que esto
pasa. Sea (Up), <-decreciente. En Ult(V,Up) (Un)n>o €s <-decreciente, pero esto es una
contradiccién, pues hay j(k), con j la sumersién canénica, es el mfnimo medible sobre el
cual < no es bien fundamentado. O(T4s)

Def. 62. Si x es medible, o(k) = { o(U) : U es normal sobre & }, donde
o) = {oU"):U' «U}.

1056



Lema 61. o(U{) < (2*)*, de modo que o(x) < (2%)*.

Dem: Si g € *V es la funcién p — o(p) (o(u) = 0 si p no es medible), [glu = o(U), pues
{U'sU' QU} = {U':U' es normal sobre £ en Ult(V,U)}, luego [glu = o(x)H(VH) =
o(U). De aqui es inmediato lo pedido. Cy¢1)

k es medible sii o(x) > 1, y no puede demostrarse que sea mayor, pero bajo hipétesis
adicionales el maximo puede alcanzarse:

Lema 62. Si k es fuerte (def. 23), o(k) = (2%)*. O(re2)

Ver [Ko]. El resultado se debe a Solovay, quien lo habfa mostrado para s supercompacto,
ver [KReSo]. Del argumento ahf se aprecia que también se tiene el resultado con k& P?(k)-
hipermedible.

Nos centraremos en la construccién de Core Models asociados al orden <. La forma
precisa de esta asociacién se da a continuacién. Omitiremos demostraciones y detalles.

Def. 63. Una sucesidn coherente F es una funcién para la cual hay una funcién o” de
ordinales en ordinales, t.q.
2) DomF = { (e,f):f < 0™(a) }
b) L[F] & Va,B € Dom F (F(a,B) es una medida normal sobre & con <-orden f.
c) Toda medida en L[F] es alguna F(e, 8).

Teorema 49. Hay una sucesion coherente F con o” (k) = Inf(o(x), s*+1171) para todo
ordinal K. [r4g)

Su resultado depende explicitamente de la teorfa de ultrapotencias iteradas, y desarrolla
una teorfa de estructura fina para L[F]. L[F] satisface GCH y, como L[/], no depende
completamente del F inicial. Con ayuda del teorema Mitchell pudo mostrar que, p.ej.,
partiendo de las hipétesis apropiadas, es consistente tener o(k) = a y < lineal. Esto vale
en un modelo de la forma L[], o una ultrapotencia de este modelo, y o puede ser cualquier
ordinal < k, 0 6T o s7+. En estos modelos vale GCH también.

Observacién. < no tiene que ser lineal, y se ha estudiado con gran detalle qué otros
comportamientos puede presentar. Si P, denota la coleccién de medidas normales sobre
k, <-ordenadas, Baldwin [B1] mostré que puede tener P, & P para cualquier pre-buen
orden P de tamafio < k. {P,<) es un pre-buen orden sii hay una funcién f : P - ORD
tal que Vp,g € P (p < g +— f(p) < f(q)). Su demostracién utiliza y extiende resultados
de la teorfa de Mitchell presentada en [Mil).

Su trabajo fue generalizado por Cummings [Cu2,4]. En [Cu2] se usa forcing, y la teorfa
de [Mi4,6] para mostrar que pueden tenerse las medidas en P, divididas en bloques, los
elementos de cada bloque incomparables entre sf, y estos pueden denotarse M(a, §), con
a < o(k), B € (a,0(x)) (08 = ORD). Cada M(e, B) tiene tamafio k™ o s+, esto iltimo
sélo si B = ORD, y VU € M(e,B) (o) = ). Ademss, sild € M(a,B) y V € M(y,9),
UQVsiiBCr.

Su construccién es tan general que le permite sumergir en P, cualquier orden bien
fundamentado en el que no se pueda sumergir el poset K3 3 (el grafo ordenado bipartito
completo de 2 familias de 2 vértices cada una). Baldwin y Cummings indican que sus
técnixcas fallan definitivamente si Kj 2 se puede sumergir.
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En su tesis de doctorado, Jifi Witzany (ver [Wi]), un estudiante de T. Jech, resolvié
el problema parcialmente, mostrando que la restriccién de Cummings es removible: Par-
tiendo de un modelo de GCH con o(k) = k** (el méximo posible), y usando una funcién
similar a la obtenida en la demostracién de la Afirmacién en el Teorema 55, capitulo 4,
halla una extensién genérica que preserva GCH y cofinalidades en la que todo poset bien
fundamentado de tamafio a lo més k* se sumerge en Pi.

La solucién general, sin embargo, aun no se ve muy cercana, pues no se sabe si se puede
remplazar sumersién por isomorfismo en el resultado de Witzany, o bajo qué hipétesis
puede hacerse.

La generalizacién ‘natural’ de estos resultados le llevé a la formulacién del concepto
de cardinal hipermedible, y sus técnicas, simplificadas por Dodd y Jensen (ver [Do2]),
condujeron a la definicién de extender.

Los extenders codifican la informacién de una ultrapotencia sin necesidad de incluir el
ultrafiltro asociado, sino —en cambio— aproximaciones. La motivacién es buscar modelos
L[A] para supercompactos. La primera idea serfa la generalizacién obvia: tomar L[U],
donde ¥ es normal sobre, digamos, [£*]<*. Pero no es dificil establecer que [x*]<*NL ¢ U,
y por tanto L[] = L. Por eso se trabaja con aproximaciones.

No requeriremos en la siguiente seccién més que de sucesiones coherentes, por lo que
omitimos la definicién técnica de extender. Estos dependen de dos ordinales k y v: F =
(Fa:a € [¥]<¥), donde cada F, es un ultrafiltro normal sobre P(k x [«]!%!), y con ellos
se puede definir una sumersién j : V. = N = {j(f)(s,a):a € [V]<¥, f : & x [g]l*] =
V }. Puede irse més lejos, e introducir sucesiones coherentes de extenders. Mencionamos
algunos de los resultados de teorfa de core models que resultan:

Teorema 50. Sea x fuerte. Entonces hay un modelo interno con una sucesidn cohe-
rente, L[F], donde k aun es fuerte y 0” (k) = co. OTs0)

Se define en este contexto un concepto més amplio de prerratén, para el cual también
puede establecerse un resultado de comparacién para prerratones iterables. Procediendo
de manera similar a la construccién de K, pueden formarse modelos K[D] = V = K[D],
con (K[D], D) sensible. K[D] es un core model sii satisface que D es una sucesién coherente
de extenders.

Teorema 51. Suponga que no hay modelos internos con cardinales fuertes.

a) Si K[F] es un core model, K[F] | GCH.

b) (Algo informalmente) Hay una tnica sucesidn Fean con Fean C K[Fean], ¥ si
k € ORD y v = 0%<n(k), hay una sucesién G que coincide con F en un segmento
inicial: G [(xy)= Fean [(x,) ¥ (5,7) € DomG. K[Fcan] es un core model, el core
model canénico.

c) Si & es singular, st = (kt)K[Feen], Esto de hecho se sigue de una generalizacidn
del siguiente resultado:

d) [Lema de Cubrimiento de Mitchell] Si no hay modelos internos de 3 (o(A) =
A*tt), k es singular, N < Hy (A > kT regular), “N C N, I[N| <k y NNk es
cofinal en k, entonces hay una funcién (de Skolem candnica) h™N € K[F.sn], un
ordinal 8V < |N|* y una sucesién de indiscernibles Cyy t.q. N N Hy N K[Fean], NN
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P(x) N K[Fean) € AVN4(6N,Cn). Ademds, si N y N' son como acd, entonces
[{c € NNN':c € Cny \ Cn' }| < w, lo que da una especie de unicidad de las
sucesiones de indiscernibles. [(rsy)

Por ltimo, los siguientes resultados pueden verse en [K]. Mencionamos acéd que para
las hipétesis de cardinales grandes, los extenders factorizan las sumersiones testigos que se
tengan, como la sumersién asociada a un ultrafiltro normal factoriza una sumersién usual,
que es una idea que hemos encontrado ya varias veces. Los extenders son definibles en
primer orden, lo que formaliza los conceptos introducidos en el capitulo 0. De nuevo, [Ko]
provee detalles de esto.

Teorema 52.
a) & es~y-fuerte sii hay un extender F en &, |Vyy|* t.q. sij : V=3 M es la sumersién
asociada, Veiry C M y v < j().
b) & es superfuerte sii hay un extender en &, § para algin f > k t.q. si j : V3 M
es la sumersion asociada, V() C M.
c) k es Woodin sii Vf € *k3da < k con f@ C a y un extender F € Vi t.q. si

j: V=% M es la sumersidn asociada entonces crit j = e, j(f)(a) = f(a) ¥

Vite) E M. Crse)

5. (Qué tan Fuerte es “SCH? (I).

Comenzamos aqui una discusién que terminaremos (con més detalles) el préximo capi-
tulo. Queremos mostrar que Con(—~SCH) <= Con(3k (o(k) = x*1)). Acd mostraremos
que al menos se requiere de la hipdtesis a la derecha. Seguimos [Gi3] en nuestra ripida
exposicién.

Teorema 53. [Gitik] Si k > 2™° es singular de cofinalidad w y pp(k) > kT, entonces

a) o(k) = k** en un modelo interno, o
b) Hay una cantidad no acotada de cardinales 1 < & t.q. hay un cardinal regular 4,
limite de medibles en K[F,4z], con ut < & < p®.

Corolario 21. Con(~SCH) — Con(3x (o(k) = &11)).
Dem: Inmediato por el Teorema 44 en el capitulo 2. [(c21)
Dem: (Teorema 53) Sélo damos una idea: Por contradiccién, hay una sucesién de re-

gulares (n,)n con mite & t.q. tcf(J],5n, <p) = £, donde D es el filtro de los conjuntos
de complemento acotado (Por el lema de cubrimiento de Mitchell, las sucesiones de indis-
cernibles que se considerardn serdn tinicas, en el producto reducido). Esto se sigue con un
argumento similar a los del Corolario 18, y Gitik muestra cémo lograrlo con forcing sin
alterar la validez del Teorema. Sea (fa)a<x++ testigo de esto.

Gitik considera modelos como en el lema de cubrimiento de Mitchell, y sus funciones
caracterfsticas x™ (n) = Sup(N Nky,). La sucesién (fz)o €s remplazada por otros trestigos
(scales) con més propiedades, primero por sucesiones de funciones caracteristicas.
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Luego hay 2 casos: Primero se asume que las sucesiones de indiscernibles asociados con
estas funciones son independientes:

Si (¢n)n es una sucesién de indiscernibles, es independiente justo cuando ¢, € (Kn—1, £n)
y el indice de la medida a la que pertenece (el B con (@, ) € Dom Fyan ¥ 5 en la medida
Fean(@, B)) no depende de (cg,...,cn—1). Gitik muestra con forcing que esta situacién es
posible.

Si las sucesiones son independientes, puede contrase cuintas hay, y resulta que no
sobrepasan k™. Esto lleva a contradiccién, pues o(x) < xt+.

Si, en cambio, las sucesiones no son independientes, la situacén es més dificil. De
nuevo, Gitik muestra por forcing que es posible. Entonces se ‘diagonaliza’ a las funciones
caracteristicas, obteniendo una nueva sucesién (ga )acx++. Para cada § < ™+ con cf § =
% se construye una cota g} de (9a)a<s. Se analizan 3 posibilidades, segtin las propiedades
de las g;. En cada caso, o bien k es w-inaccesible, y con esto se obtiene una x*-sucesién

<p cofinal en [], &,, o bien se cumple la condicién b) del teorema. O(rss)

6. Resultados Adicionales.

Hay muchisimo més que decir, aun sin incluir pruebas.

Mencionamos acé algunas cotas inferiores para diversas versiones de ~SCH. Todas
estas cotas se obtienen trabajando con core models, y usando versiones débiles del lema,
de cubrimiento. o(x) = & para a > (2*)% se refiere siempre a o%ean;

Teorema 54.

a) [Gitik, Gi4] 5i a > 2, Con(3x medible(2" = £**)) — Con(Ix o(x) = £12).

b) [Mitchell, Mi9] Si cf & > w, & singular limite fuerte, y 2* > k™, en un core model
o(k) = k**. Esto complementa el resultado de Gitik en la seccién anterior.

c) [Gitik-Mitchell, GiMi] Si k es singular limite fuerte y 2 > ), donde A no es el
sucesor de un cardinal de cofinalidad a lo mds &, entonces si cf 5 > w o(k) > A,
ysicle = w, o) > A o {a:K[Fn] | o(a) > ™™} es cofinal en « Vn. La
construccion acd requiere de generalizaciones de los conceptos en la seccidn 4, ver
[MiSt] y [St].

d) [GiMi] Si2¥ < R, y 2% > N, hay un sostenido para un modelo interno con un
cardinal fuerte. Este resultado requiere de la teorfa de pcf. U(Tsa)

Finalizamos el capitulo con una pregunta abierta:

Pregunta 5. ;Existen core models para todas las hipétesis de cardinales grandes
(h.c.g.) estudiadas hasta ahora? En caso positivo, para una definicién razonable de h.c.g.,
8i P es una h.c.g., ;Hay un metateorema que asegure que de Con(P) se sigue la de la
existencia de un core model donde valga P? En caso negativo, ;Cuél es la cota superior
de las hipétesis para las que hay core models?
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Capitulo 4

Forcing

Por increible que parezca, yo creo que hay (o
que hubo) otro Aleph, yo creo que el Aleph
de la calle Garay era un falso Aleph.

(Jorge Luis Borges, El Aleph, (1949).)

Este capitulo es bsicamente una enumeracién de los resultados que por medio de forcing
se han obtenido en los 1ltimos 20 afios sobre el comportamiento de la exponencial. Estos
son resultados profundos y dificilmente podremos transmitir su alcance con éxito en tan
corto espacio. S6lo daremos ideas de las demostraciones.

1. Forcing de Radin, Supercompactos y Ultrafiltros.
El objeto de esta seccién es presentar una serie de resultados y técnicas que emplearemos

luego en las construcciones.
Comenzamos con el teorema principal de [L].

Teorema 55. [Laver] Sea k supercompacto. Hay un poset P de cardinalidad x y K-cc,
t.q. forcing con P preserva la supercompacidad de & y, si Q es un P-nombre para un poset

k-cerrado,
Ikp ig kg & es supercompacto.

Valen diversas versiones. Por ejemplo, dado n < & puede conseguirse que P sea 7-
dirigido cerrado, y que en la extensién la supercompacidad de & se preserve bajo nociones

k-dirigidas cerradas de forcing.

Dem: Seguimos [KMa] seccién 25. Generalizando nuestro Lema 11.a. para & supercom-
pacto, es ficil mostrar que YAVAIf € *VIj: V = M (critj = 5,*M C M y §(f)(x) =
A). Lo importante acé es que la supercompacidad permite invertir el orden de los cuan-
tificadores:

Afirmacién. Si k es supercompacto, hay una funcién £ : k =+ Vi t.q. VA€ V y ¥\
cardinal existen un ' > )\ y una sumersién j : V —% M testigo de la M-supercompacidad
de k tales que j(£)(k) = A. Oas

Esta afirmacién tiene interés por s{ misma. En [FMaShl], p. €j., se usa para construir un
forcing iterado con el que se muestra, médulo la consistencia de un supercompacto, la con-
sistencia de una versién ‘maximal’ del axioma de Martin, algunas de cuyas consecuencias
mencionaremos en el préximo capitulo.

Fijemos £ como en la afirmacién. Puede construirse una iteracién de & pasos P = Py:
Para a < &, sea Po = {p |« :p € P.}; en la notacién de la def. 26, sea Q, un nombre
para £(a) si 1, fuerza que £(a) es un poset a-cerrado y |Pa| = @, o la nocién vacfa ({0})
en otro caso. P es el limite directo de la iteracién, y en etapas limite se toman l{mites
directos o inversos (forcing de tipo Easton inverso) como en el Teorema 32, de Silver.
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La demostracién de Laver sigue la idea de este teorema, una vez se establece que P
preserva supercompacidad: Si IFp Q es k-cerrado, sea 7V =3 M con i(l)(k) = Q.
Como antes, P extiende a j(P) = P+ P en M, y ahi j(P)xt1 = P* Q. Si G es P-genérico
sobre V y j* : V[G] =+ M[H] extiende a j, como en el Teorema 24, si j es suficientemente
cerrado (i.e., *M C M para )\ grande), forzando desde M[H] se preserva la suficiente
supercompacidad de k, ¥y esto se transfiere a V[G]. Variando M (i.e., A), se tiene lo
querido. [(rss)

El resultado de Laver ha sido muy empleado en problemas de independencia que involu-
cren cardinales supercompactos. Algunas aplicaciones pueden verse en [Sh3] caps. VII y
X. En este capftulo mostraremos otros ejemplos de su uso, més relevantes para nuestro
propésito.

Def. 64. Un ultrafiltro U sobre I es (k, A)-regular, x > A, sii hay conjuntos A, € U,
@ € K, t.q. si X € [£]*, Naex Aa = 0. U es regular sii es (|I|,w)-regular.

Keisler introdujo el concepto de regularidad, del que el dado es una generalizacién.
Trataremos con ultrafiliros no regulares en la siguiente seccién, y volveremos a hallarlos
en el préximo capftulo, seccién 4. Es ‘facil’ hallar ultrafiltros regulares. Por ejemplo, si |I|
es menor que el primer medible, U es (w,w)-regular sii es no principal. La existencia de
ultrefiltros no regulares, aun en cardinales ‘pequefios’, requiere cardinales grandes (siendo
para |I| = k1 la no (s, k)-regularidad el peor grado que se puede alcanzar). Kanamori,
Magidor y Gitik, entre otros, han encontrado result.:dos al respecto.

Su mencién aquf se debe al siguiente lema, bésicu para [Ma2]:

Lema 68. Si es consistente tener un supercompacto y un huge mayor que él, también
es consistente tener un supercompacto £ y un debilmente inaccesible A t.q.
a) 2F = At.
b) Hay un « € [s,s%) para el cual existe un ultrafiltro fino (ver def. 20), k-completo
gobre [A]* que no es (), k)-regular. Acd, [A]* = {X C A: otp(X) = }.

Dem: Recuérdese que u es huge sii 35 : V =y M con critj = py iWM C M. Esto
es equivalente a tener un ultrafiliro normal y-completo sobre P(A) para algin A > pu:
En una direccién, témese A = j(u) y U = {X C P(A):5“\ € j(X)}. Para este U,
casi todos sus elementos tienen tipo de orden u. Supongamos que p es el menor huge
> &, k supercompacto. ) es inaccesible. Por el Teorema 55 (y el Corolario 6), s.p.d.g.
la supercompacidad de x se mantiene bajo nociones de forcing x-cerradas. Forcemos con
Add(k, At). Como & es inaccesible, 2<% = &, y en el modelo obtenido, Vy, 2% = Aty des
debilmente inaccesible. Puede mostrarse que en V; U genera un filtro Uj, fino, y-completo y
debilmente normal (si f es regresiva, es acotada U;-c.s.). En V;, fuércese con Coll(x, pt),y
sea V el modelo obtenido. En V3, como (u<* = u)V1, puede mostrarse que Uy se extiende
a Up, un filtro fino k-completo debilmente normal. Como Add(x, A*) * Coll(x, u¥) es -
cerrado, & es supercompacto en Vz, y no es dificil ver que 2 = AT. U, se puede extender
al ultrafiltro querido, y de hecho todo ultrafiltro (que resulte de la forma [A]* con o como
en el enunciado, cf a = k) sirve:
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En efecto, si F es cualquier filtro fino debilmente normal sobre [A\]*, donde A es regular
y fa = &, y (Ag)s<x es una sucesién de elementos de F, cualequiera x de los cuales
tienen interseccién vacfa, s.p.d.g. —F es fino— B8 € PVP € Apg. Sea entonces G(P) =
{B € P:P € Ag} para P € [A]*. |G(P)| < k, asf que G(P) es acotado en P y podemos
tomar ap € P mayor que todos los elementos de G(P). Como F es debilmente normal,
hayun f < Acon B = {P:ap < B} E€F. SiP€ BNAg1,B+16€ G(P), y esto
contradice P € B, asf que B N Ag41 = 0, pero esto contradice que Ap+1 € F. Dres)

Otra aplicacién del Teorema 55 es el siguiente resultado de [CuSh]:

Lema 64. Si hay n cardinales supercompactos ;, i < n, en V, hay una nocién de forc-
ing P que hace la supercompacidad de k; indestruible bajo forcings k;-dirigidos cerrados,
Vi< n.

Dem: S.p.d.g. ko0 < K1 < **+ < Kn_1. Sea Pq el forcing de Laver para preservar
la supercompacidad de ko. Pp fuerza que x; (0 < i < n) es aun supercompacto, pues
IPo| < &;. Sea P; un Py-nombre para el forcing de Laver que preserva la supercompacidad
de %1, y es rp-dirigido cerrado; como se mencioné luego del enunciado del Teorema 55
esto es posible. Py * P; preserva la supercompacidad de &; para 1 < i < n por cardi-
nalidad, de &; por construccién, y de s por definicién de Py. Ademds, si Ibp, ip, Ik
Q es ko-dirigido cerrado, entonces IFp, P; #+Q es Ko-dirigido cerrado.

La construccién contindia de igual forma, por induccién. Dy,gq)

Presentamos ahora una nocién de forcing que se ha convertido en herramienta esencial
de los argumentos sobre exponencial de cardinales grandes, como puede verse en la seccién
4 (en verdad, los resultados mencionados en tal seccién usan variaciones de la construccién
que detallaremos).

a. Forcing de Radin.

Generalizaremos acé la construccién de Prikry, cap. 1, seccién 4.b: Queremos, para &
un cardinal grande, agregar sucesiones cerradas cofinales en &, sin destruir su carécter de
cardinal grande. Esto es posible en varios casos, gracias al trabajo doctoral de Lon B.
Radin, en el 80. Seguimos su artfculo [R], pero no presentaremos pruebas.

Antes de comenzar, nétese la signiente propiedad del forcing de Prikry: Con la notacién
del Lema 34, si Py es el forcing de Prikry y G es genérico, 28 = U{s:34 ((s,4) €
G) } es cofinal en k. Nétese que G es recuperable a partir de z¥: G = {(s,A4) €
Py : s es segmento inicial de z€ y 2% \ s C A} (ver [K]). De la misma forma, si y C =@
es cofinal, es genérico en el sentido de que permite recobrar G. Esto fue demostrado por
Mathias, hacia el 73, mediante un argumento combinatorio que involucra de nuevo al Lema
12 (Mathias mostré que z es Py-genérico sii VX € U (|z \ X| < w)). El forcing de Radin
tiene una propiedad similar: las subsucesiones cerradas cofinales de una sucesién genérica
permiten construir genéricos.

El forcing de Radin es més complicado que el de Prikry, pues no sélo agrega sucesiones
de ordinales, sino de filtros. Comencemos con « P3(k)-hipermedible, y sea 7 : V —3 M
un testigo: critj = &, "M C M, Vi3 C M.
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Def. 65. ko =k, ko = {A C Vitkeo € j(A)} (@ > 0). Acd, kco = (ks)s<a. Notese
que ko, a > 0, es un ultrafiltro sobre V.

Como P3(k) C M, M contiene toda sucesién de menos de Jz(x)* ultrafiltros sobre
Vi+3. Como sélo hay J;(k) de ellos, ke estd definido Vo < Jp(k)™, y existen Ap < A1 <
(22")* con ky, = k,. Las propiedades de preservacién del forcing dependen fuertemente
de este hecho. Mitchell, mediante una variacién del argumento, obtuvo tales resultados
comenzando con un P?(x)-medible.

Def. 66. Sea U = {u<q:U<a €8 una sucesién de tamafio a < Ja(uwo)*, uo € ORD y
us es un ultrafiliro sobre V,,, para § € (0,a)} (p. €., k<a € U). U es la coleccién de las
sucesiones de medidas.

a)
b)

c)

d)

U<a € U es corta si a < ug. De otro modo es larga.

Si Aco €8 una a-sucesién y u<q € U, A<q €s grande en ucq sii Ag =0y Vé €
(0,) (As € ug).

Si A<a‘ es grande en uk,,, i € 2, (A<a°,u<ao) es una sombra de (AL, ,ul,,)
sii u%,, € A} para algin § < a1 y Aj C ALV < ao pa.ra.a.lgun'y< ay. Ser
‘sombra de’ es transitivo. Si f : ap — @1 envia 8 en -y como acé, f es un testigo
de la sombra. Un ejemplo puede ser f() = menor «y con A° Cc A%

Si B¢p es grande en v¢g ¥ U<a € U, u<a puede adiciona.rse a (Bgg,v<p) sii
(Aca,U<a) es sombra de (B<g,v<pg) para algin A<, grande en u<aq.

Lema 65. Los k<., cumplen las siguientes propiedades (que, de paso, definimos):

)
i)

i)

iv)

v)

[Coherencia] u<q € U tiene la propiedad i sii para todo é € (0,a) y A< grande
en ucq hay un A € us t.q. siveg € Ay ' < B, v [p€ Ay para algiin o’ < a.
[Normalidad] u<. € U tiene la propiedad ii sii

Vy < @V : uo = uy ({v<p:¥8 <vo (v<s € £(9)) } € uvy).

[Bxistencia de Sombras] u<s € U tiene la propiedad iii sii para todo A<, grande
en u<q ¥y v € (0,a) hay un A € uy t.q. siveg € A

3f € PaVé € (0,H) (V.,D N Ass) € vs).

U<a € U tiene la propiedad iv sii 0 < 7y < 7' < @ y A € u. implican que hay un
A' € uy t.q. siveg € A’ ez:n&once.s:AﬁV.,0 € vs para algiin § € .
U<o € U tiene la propiedad v sii Vy € (0, ), si ¥ € up entonces

{ve€U:v es cortay Domv =7} € uy,
¥ si no entonces

{veU:veslarga} € uy. DOres)

Por ejemplo, j sirve de testigo en iii).
Estamos listos para definir el forcing,.
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Def. 67. P, _,, parau<, € U, esla nocién de forcing dada por: p € Puco siip= (fi‘, @),

donde A y 4 son (n + 1)-shcesiones (n €w)t.q.sim<n,

1) um €U, Ay es grande en Uy, ¥ Uy, tiene las propiedades i-v.

2) Sid < Domugm y v € Amgs, v tiene las propiedades i—v y si § < umo, v es corta y

tiene dominio 4. En otro caso es larga.

3) Sim<n,unm < U(m+1)0 ¥ A(m+1)s N Vu,o = 0 para todo § € Dom u,41.

4) up = u<a.
Sean p = (Ao, A1,...,An,%0,--+,un), = (Bo,...,Bm,0,...,9m). p< qsii

1) Todo v; es un uj, y en tal caso A;s C Bjs V6 € Dom u;.

2) Si ui no es un vj, (A;,u;) es sombra de (Bj,v;) para el primer v; con vjo > uip.

Es fécil ver que < es transitivo. Py, no siempre est4 bien definido. Se requiere para
eso que u<q € U tenga las propiedades i-v y que haya un A<,, grandeen u<, t.q. si d < @
Y v € A;, v tiene las propiedades i-v. Los k<, muestran que esto es posible.

Hemos presentado la definicién en detalle en esta ocasién; en las secciones siguientes
encontraremos nociones tan o mas complicadas, y entonces sélo daremos un bosquejo de
su definicién.

Sea G Py _,-genérico, y 0 una enumeracién de {v € U : v es algiin u; de algtn p € G }.
Sip€Py., yv €U, digamos que v se puede agregar a p sii puede adicionarse a (Ai,us),
donde u; es el primero en p con ujp > vp.

Puede mostrarse que G = {p € P,_, :Vd € Domo (05 aparece en p o puede agregérse-
le) }. Asi, G y o son interdefinibles. Sea

7 :Domo—ug +1
0 — os0

En general (y puede precisarse en qué sentido) P, <a fuerza que 7 enumera una sucesién
cerrada de ordinales, cofinal en ug + 1, con tipo de orden min(w=*%, ) + 1 (la expo-
nenciacién es ordinal). Por eso la diferencia entre corta y larga. Si u<, es larga, el ‘dafio’
causado por el forcing serd menor. Si a = 2, esto se reduce al forcing de Prikry.

Def. 68. Ny, = (A<a,U<a) € Py, eslacondicibncon Ag =0y A5 = {v € Vo ,NU v
tiene las propiedades i-v y v es corta y DomV = 4, si § < up, o es larga en otro caso }
para d € (0, c).

Si u<q es larga, Ny, es la condicién trivial. El sentido de la afirmacién pasada es el
siguiente

Lema 66. N,_, |+ enumera una sucesién cerrada cofinal en ug+1, con ti-
po de orden wlte g g4 U<y, ©8 corta y up+1 si es larga. [lee

La demostracién es por'induccién. Una vez establecido el lema, el resultado importante
respecto al forcing de Radin es el siguiente

Teorema 56. Sea j : V VT testigo de que & es P3?(x)-medible. Genérese (ka)a
como en la definicidn 65 y sean kx, = kx,, Ao # A1. Si o es Py, -genérico sobre V,

Vlo] k= & es medible, y hay una ‘extension’ de k; que lo demuestra.
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Si j muestra que k es A-supercompacto, y U es el ultrafiltro sobre [A\]<* asociado,
Vlo] = & es A-supercompacto y hay una extension de U que lo demuestra. [J(tse)

La definicién de Mitchell es algo diferente, y se han estudiado las relaciones entre ambas.
Mitchell utiliza una sucesién coherente de medidas. En [Cu3] se muestra cémo recobrar
el forcing de Radin partiendo de una sucesién coherente de extenders. Se hace en dicho
articulo un estudio detallado de la interrelacién entre ambos conceptos, lo que le permite
a Cummings construir una nocién més general. Sus resultados son validos para sucesiones
de extenders que generen core models ‘pequefios’ (para cardinales menores que un cardinal

fuerte).

b. El Orden de Rudin-Kezisler.

En investigaciones topolégicas (sobre P-puntos), antes del trabajo de Mitchell con suce-
siones normales de medidas sobre k, y de <, Walter Rudin (1956) introdujo tipos de
ultrafiltros (sobre w) y un orden asociado. Hacia el 67 Keisler exploré sus propiedades, en
relacién con teorfa de modelos. Para un estudio cuidadoso del orden de Rudin-Keisler, ver
[ComN] caps. IX y siguientes. Nosotros sélo requeriremos de los conceptos bésicos.

Def. 69. Sea x un cardinal. El (pre)orden de Rudin-Keisler sobre los ultrafiltros sobre
k es la relacién < dada por U X V sii

3f e *"kVAC k(A €U sii f71(A) € V).

Es ficil ver que < es transitiva. Los tipos definidos por Rudin son las clases resultantes
bajo larelacién U ~Vsiid KV y V < U. Para U un ultrafiltro, sea 7(U) su tipo.

Los siguientes resultados son sencillos:

o Sea U un ultrafiltro sobre k. |r(U)| < 2, [{7(V):7(V) < T(U) }| < 2%, y hay 2%
tipos distintos. De hecho, [{7(V):7(U) K T(V)} =2%". O

Hay diversas caracterizaciones para los ultrafiltros en los <-primeros tipos; ver [ComN].

La relacién entre £ y < ha sido ampliamente estudiada: Por Gitik, especialmente bajo
la suposicién -3k (o(k) = k1), por Kanamori y por Mitchell. Ver, p. €j., [Mi6].

Nuestro interés en el orden < no es topolégico, sino debido a [GiMal]. Seguimos su
exposicién: Supongamos que U; y U, son ultrafiliros normales sobre x, medible, y que
tomamos el producto de los 2 forcings de Prikry asociados. Obtenemos 2 sucesiones (an)x
¥ (Bn)n cofinales en x, en general distintas, de modo que {n:an < Bn} es un nuevo
subconjunto de w, asf que estamos introduciendo nuevos subconjuntos acotados de &, lo
que en general colapsa cardinales, aunque cada nocién por aparte no lo hace. Gitik y
Magidor buscan evitar estos colapsos ‘acoplando’ las sucesiones, y para eso utilizan el
orden <: ;

Supongamos que f € (®x)V es tal que f(an) = B Vn. Entonces f es testigo de que
Uy < Uy —{om}n es la sucesién asociada con U, y {Bn}n la asociada con Up—, lo cual es
f4cil de ver usando, p. €j., la caracterizacién de Mathias de sucesién genérica mencionada
al comienzo de a. Podemos ver a f como una proyeccién de U; en Uz.
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Laidea de [GiMal], que conduce al concepto de sistema, preciso de ultrafiltros, que intro-
duciremos en la siguiente seccién, es tomar un sistema dirigido ((Ua)a<, ( fga)a<p), donde
a < 3 sii Ug < Ua, en cuyo caso fgq es un testigo (que genere un sistema conmutativo), y
forzar una sucesién (fn(a))n de Prikry en cada U t.q. @ < 1y implica B (a) = fya (Ba(7))
para casi todo n (i.e., eventualmente).

La definicién final serd, sin embargo, bastante més elaborada.

2. Violando SCH en R,,.

Ya en el capitulo 1 vimos cémo, por forcing, puede violarse SCH comenzando con un
medible, que luego volviamos un contraejemplo. Pero una falla podfa llegar mucho antes.

Magidor, hacia 1976, mostré que incluso puede llegar en el menor candidato posible:
R.,. Su demostracién usaba de manera importante esta peculiaridad, por lo que sus gene-
ralizaciones a cardinales mayores estaban limitadas. También presenta el problema de que
no establece qué tan lejos puede llegarse.

Teorema 57. [Magidor]
a) Supongamos que existe un cardinal supercompacto. Entonces, Vn < w, es consis-
tente que R, sea limite fuerte y que 2™ = N,y p41.
b) M4ds generalmente, si k es supercompacto, A < & es un ordinal limite, ¥ 7 es bueno
para 3 (ver abajo) en V, hay una extensidn genérica V|G| donde Ry es limite fuerte
y 28 = RNgp.. Si|B) < N|s|, puede ademds suponerse que en V[G)] no hay nuevos
subconjuntos de .

Este es el resultado principal de [Mal].

Def. 70. Sea § un ordinal limite. Una particién aditiva de 8 consta de una sucesién
no decreciente de ordinales no nulos (da)a<, ¥ de un ordinal p t.q. p es limite, y,d, <

B¥a<p,y
ﬂ=/~"+z<$aa

donde la suma es ordinal.
El calibre de tal particién es Sup,, d,.
<y es bueno para f sii es un ordinal sucesor menor o igual que el sucesor del calibre de

alguna particién aditiva de .
Por ejemplo, si § es regular, todo sucesor v < # + 1 es bueno; si 8 = w; +w, el méximo
ordinal bueno es w + 1.

Corolario 22.

a) Es consistente la negacidn de la conjetura de Tarski.
b) La funcidn exponencial y la cofinalidad no determinan la funcién gimel.

a) hace referencia al comentario en el capitulo 2 luego de la demostracién del Teorema
41. b) muestra que el ‘recfproco’ del resultado de Bukovsky en la seccién 2 del capftulo 0
es falso. b) fue demostrado originalmente por Jech, en el 74.

Dem: a) En la parte b) del teorema astimase GCH en V y témese § = w; +w;, 7 = w+2.
En el modelo obtenido, R, ., es limite fuerte y N£;+w1 = Nu,+wi+wt2. El forcing no
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afecta GCH por encima de Ry, 4w, ¥ Ruw; +wi+w €8 limite fuerte en la extensién, asf que ahi
vale NNO = Nw1+w1+w+1- Luego,

w1 twr+w
REINES,, < Rg.

Pero en la demostracién del Teorema 41 se vio cémo construir un contraejemplo a la
conjetura a partir de esta condicién.

b) De nuevo asumamos GCH en V. Con Add(®;,N.+2) hacemos 2% = R 45 sin
introducir nuevas sucesiones contables. Entonces GCH vale en la extension, excepto porque
28n = N,13 para 1l < n <w. Como en V R} = 2% — R, + 1, no se colapsan cardinales,
y no hay més w-sucesiones, en la extensién R¥ = N, ;.

Si, en cambio, en la parte a) del teorema tomamos n = 2, y luego forzamos 2™ = Ry 43,
ahora R®¢ = R, 13, y la exponencial es como en el modelo del parrafo anterior. D(caz)

Cabe hacer notar que nosotros supusimos GCH, mientras que el teorema no lo requiere.

Dem: (Teorema 57) Veamos un bosquejo corto de la parte a), con n < w. Queremos
un modelo con R, lfmite fuerte y 28 = N,1,. En el capitulo 1, antes de la demostracién
del Teorema 32, en el que comenzdbamos con k k¥ *-supercompacto, comentamos que
xt-supercompacidad bastaba. Con la hipétesis que tomamos podfa obtenerse no sdlo &
medible, sino incluso k*-supercompacto. En la situacién actual, partiendo de un super-
compacto k podemos suponer que tenemos 2* = x*" y k aun k1 (»—1)_gupercompacto
(asumimos n > 2; el caso n = 2 corresponde al Teorema 32).

El forcing de Magidor generaliza el de Prikry: va a cambiar la cofinalidad de

g1l .. k1),
simultaneamente, a w, de modo que (k*)VI® > (k*")V para G genérico. Ademds, hard
k = Ny, as{ que colapsa muchos otros cardinales.

En V[G] (x17)V = (s1)VI€l y 2% = gt asf que este modelo no nos sirve. Para obtener
el que queremos, debemos restringirnos a cierto modelo interno.

Para conseguir el cambio en la cofinalidad de los £** deben introducirse w-sucesiones
cofinales. Los elementos del forcing P son tuplas p = (P, ..., Pm, fo,- .- fm, A, H) donde
m € w, cada P; € [cT(*~1]<* es t.q. P; Nk es un cardinal inaccesible y otp(P; N kti+1) =
(otp(P; N wti ))+ para j < n — 1. Esto ocurre U-c.s., donde U es normal sobre [A]<*. El
argumento eventualmente requiere que U sea escogido con cuidado, para que refleje cierta
propiedad de particién similar a la de los medibles expresada en el Lema 12, pero para

nuestro bosquejo esto no es necesario.

Sea k; = otp(Pi N k). fo € Coll{wy,< k1), fi € Coll(k¥™,< Ki+1) para 1 < i < m,y
fm € Coll(st",< &). La idea es que las f;, al tiempo, buscan colapsar i1 a (k™) y
K1 a ws, a la vez que los P; permiten escoger los &; sobre los cuales se hace esto, de modo
que como m varia, al final x sea N,,.

Todo elemento de A es un candidato a continuar la sucesién de los P;, A € U. Si Q € A,
P, CQ y otp(Pn) < otp(@ Nk), ¥ fm € Coll(kF, < Q N k).

H es una funcién de dominio A. Si Q € 4, H(Q) € Coll((,N @)*™, < x). Hay algunas

otras restricciones, pero para nuestro propésito éstas bastan.
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Las restricciones en A ‘garantizan’ que ‘frm41 € Coll(k}", < Km+1)’ una vez se haya
escogido Pr, 1 de entre sus elementos. Cada H(P) es una posibilidad para tales funciones
‘futuras’.

Esta idea intuitiva se refleja en la definicién de <p, que deberfa resultar natural de lo
dicho. Por ejemplo, si H; es la funcién de p; € P parai = 0,1, y po < p1, se pide que en
cada elemento P del dominio de Ho, Hy(P) C Ho(P).

Magidor muestra que <p satisface un andlogo débil del Lema 35 (es aqui donde se
requiere escoger adecuadamente a U), lo que es esencial en el establecimiento de todas las
propiedades que se consideran de la extensién.

Al tener un genérico G, los (Pp)m de las diversas condiciones en G forman una sucesién,
asociada con la cual hay cardinales (km)m, y funciones (fm)m, fm : 5" X Kmt1 = Kmaa
que colapsan £ 41 a (kE"”)1 (k1™ es en el sentido de V, su sucesor, en el de V[G]). Ademas,
of K} = w para i € [i,n), asf que (JxE?| < |kq|T)VICL

Sea G li= {(fo,...,fi-1):Ip € Glp= (P, P, f}y...,f},A,H) con | > L fi=f;
para j < i) }. No es diffcil ver que G |; es Coll(w;,< k1) x Coll(x]™®, < Kg) X -++ X
Coll(k", < k;)-genérico.

Afirmacién. Sip < n}"("—l) para algin ¢, y la longitud de p € P, es decir el niimero
de Pjs en p, es > 1,
plrrcp — pl-TeVlG]3]. Oap

Luego, como en V[G |i] w, w1, k1,67,...,57 ", 82,67, ... k3™ K3, ..., k3" lista los car-

dinales < k¥, y los k; son cofinales en &, kK = NX[G], como esperibamos, y andlogamente
se muestra que es limite fuerte.

El modelo que buscamos es un modelo interno de V[G]: V[(5m)m, (fm)m] = Vo. Vo y
V[G] tienen los mismos cardinales bajo «, asf que

Vo F £ = Ny, es limite fuerte.

La prueba se completa mostrando que en Vg st,...,x1™ son cardinales pues, como en V
k1" < 2%, Vo |= 2% > Ny,iq [La igualdad vale, pero establecerla ya no es un problema,
pues podemos conseguirlo forzando desde Vg con Coll(x?,28), sin dafiar nada bajo N,].

Para esto, Magidor da un argumento que involucra automorfismos. Es bien conocido
(ver [Kub] cap. VII) que 8i I es un automorfismo de P, hay una extensién natural de T,
que denotaremos igual, t.q. para cualquier férmula ¢, cualesquiera nombres 7y, ...,7n, ¥
peP

plFo(ry,...,m) <<= Tplrelry,...,I'm).

Ademés, si (km)m ¥ (fm)m son invariantes bajo I', todo elemento de Vg tiene un nombre
invariante bajo T'.

Se procede por contradiccién: Sea p < & la cofinalidad de s7™, 1 < m < n, en V.
Usando el andlogo débil del Lema 35, Magidor halla un T' t.q. I'p || p para p un testigo
particular de que hay una f : 4 — £7™ cofinal. Esto le permite acotar, para cada 8 < p,

Ag={a:Ig<p(qlr£(B)=a)}:
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|Ag| < k*T(™m—1) Entonces Ug<u As contiene el rango de f y estd acotado en k*t™ lo que
es una contradiccién.

Para n = w el argumento es similar, pero el forcing inicial debe ser més cuidadoso.

La parte b) usa también el mismo esquema, aunque ahora se emplea fuertemente el orden
< para ultrafiltros normales sobre [A]<*, A > «. En realidad, la situacién es un tanto maés
general pues Y < V tiene sentido aunque Y y V no sean ultrafiltros sobre el mismo conjunto.
Magidor comienza (con ld notacién del enunciado) formando una p-sucesién <-creciente
(Ua)a, Ua normal sobre [Aq]<" para (As) creciente, con la cual, procediendo como en el
Teorema 32, consigue un modelo en el cual 2* = 517, y (Ua)a €s <-creciente, U, normal
sobre [k+%]<*. Magidor utiliza las sumersiones asociadas para construir un forcing que en
esencia genera p-sucesiones cofinales en cada cardinal entre k y £1°. Para eso, requiere de
la construccién en [Ma4] —recuérdese que el trabajo de Magidor es anterior al de Radin—.
El argumento final necesita mostrar que en el Vy correspondiente 77 es un cardinal para
n < 4, lo que se consigue con la misma idea que arriba. Ahora la cota depende del Teorema
29.a), de Solovay: |[k1%]<*| = k1% si 19 es regular. Orsy)

En [Ma2], partiendo de una hipdtesis més fuerte, se muestra que R, incluso puede ser
el primer contraejemplo a GCH.

Teorema 58. [Magidor] Si existe un supercompacto con un huge mayor que é€l, es
consistente que 2% = R, 3 aunque 2% = R,; Vn < w.

El argumento serd presentado de forma més esquemética aun que para el teorema an-
terior; los detalles pueden verse en [Ma2]:

Dem: Por el Lema 63 podemos suponer que en V & es supercompacto, 2% = A*, donde
) es debilmente inaccesible, y hay un ultrafiliro fino ¥’ no (k, A)-regular sobre [A\]* para
algin a, |a| = &. i

Gracias a la supercompacidad, podemos hallar un ultrafiltiro &/ normal sobre [A]<* y,
por tanto, que refleja los argumentos necesarios para comenzar: Sea A(P) = otp(P N A).

Entonces el signiente conjunto estd en I: la coleccién de todos los P € [A]<* t.q.

a) A(P) = otp(P) es regular.

b) x(P) = &N P es un inaccesible limite de inaccesibles.

c) 28P) = \(P)*, M(P)<HP) = A(P).

d) Hay un ultrafiltro x(P)-completo fino, no (x(P), A(P))-regular sobre [A(P))*(P)

para algiin o con |a(P)| = &(P).

Este U se consigue pues en Ult(V,U"), donde U"' es testigo de la 22" _supercompacidad de
K, estd U'. Ahi, A\<* = ), pues esto vale en V porque & es fuertemente compacto (teorema
29).

Con U puede definirse la nocién de forcing IP. Esta recuerda la del_'tegrema, anterior,
pero es més elaborada. Ahora tenemos que cada p € P es de la forma (P, f, 4, 4, F, G, H ),
donde los P; cumplen a)-d), f; € Coll(s(P;), < i(P;)), donde i(P) es el primer inaccesible
mayor que x(P), g; € Coll(3(P;)*, < #(Piy1)) —con el comportamiento adecuado en fo—.
A es un conjunto de posibles formas de continuar la sucesién de los P;, A€ U; F, Hy G
son funciones que, como antes, restringen la manera en que habrdn de comportarse futuras

fyag
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Entonces la idea, como en el resultado de Silver-Prikry en el capftulo 1, es hacer 2% =
kTt y luego k = N, agregando una w-sucesién cofinal, aunque ahora debe colapsar muchos
cardinales. Digamos que (ky)n es tal sucesién, y como k era supercompacto, podemos
suponer 2" > 1. Luego se colapsan los cardinales necesarios para rearreglar GCH bajo

K.

Como en el teorema anterior, los posibles %, obtienen restricciones antes de ser es-
cogidos. De nuevo, es esencial establecer un andlogo del Lema 35. Esto permite hallar
condiciones que extienden de manera ‘uniforme’ una condicién dada. Se puede pasar ahora
a definir las funciones (fy,)n, y acd aparecen nuevas dificultades, pues el forcing involucrado
no es lo suficientemente cerrado como era en el caso pasado. Por eso, Magidor ha definido
las funciones no sobre elementos sino sobre parejas, y con la segunda coordenada, restringe
las posibilidades de la primera. Estos son detalles técnicos, pero no son faciles de esquivar,
y €l mostrar que funciona recae por completo en las propiedades a)—c).

También ahora debe pasarse a un modelo interno, en el que A no es colapsado. El
argumento en este caso depende de d). [[7sg)

Aunque los detalles sean en el dltimo bastante més pesados, e ir de uno al otro no resulta
trivial en absoluto, la demostracién de los dos teoremas que hemos visto es en esencia la

misma. .
Shelah [Sh5] retoma este esquema y va més alld del Teorema 57 en ofra direccidn,
obteniendo un resultado general del que deduce el siguiente:

Teorema 59. [Shelah] Mdédulo la consistencia de un supercompacto, es consistente que

a) Dado a < wy, N, sea limite fuerte y 28 = Rotati-
b) (P. gj.) Dado a < w3, N., sea lfmite fuerte y 281 = N, 4 qot1. O¢Ts0)

Shelah da més aplicaciones, por ejemplo (bajo las mismas hipétesis) es consistente tener
d con cf § = No, Ns limite fuerte y 2% arbitrariamente grande, abajo del primer inaccesible
K, si N; es suficientemente grande (y menor que ). M4s exactamente, Shelah define f1°!
por induccién en a y f*, para f : ORD — ORD monétona:

% a) = o,
() = £(71)(a) + 1),

(@) = | () para y limite;
<y '

F*(e) = (0.
En particular, itera la operacién de sucesor:
Suc’(e) = |a|t (= w si a es finito)
Sucft(a) = (Sucf)*(a)

Suc?(a) = U Suc? () para -y limite.
B<y
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Por eJemplo, Suc!(w) = Ny, Suc?(w) es el primer punto fijo, etc., y el resultado de Shelah
muestra cdmo, comenzando con k supercompacto, puede obtenerse una extensién genérica
donde Suc“’(No) = k es limite fuerte y 2 = p para cualquier p con p* = u (en V) y menor
que el primer inaccesible > .

La demostracién del Teorema 59 presenta un contexto abstracto en el que se comienza
con k supercompacto y una sucesién creciente (M), de cardinales. Ademds, vale la con-
clusién del Teorema 55. Hay también una sucesién (R,), de nociones de forcing, cada una
extendiendo a la anterior, kg, z\fl” = An. Se construye entonces un forcing P, muy similar
al del Teorema 57 sélo que ahora las funciones, conjuntos y ultrafiltros involucrados tienen
restricciones que dependen de los R,, (por ejemplo, los P-nombres no tienen n-sucesiones
de funciones, sino de nombres de funciones, fo,..., fi; fi un Ry-nombre). Se fuerza con
P, y se pasa a un modelo interno, que depende de una sucesién (f5)n de funciones y una
(kn)n de cardinales. Diversas escogencias de los Ry, y A, dan las distintas versiones del
teorema.

Shelah no consigue GCH bajo N, ni que 2% > R, . También muestra que el método
requiere de alguna modificacién si se desea superar las cotas establecidas (p. €j., muestra
que en b) puede adem3s valer la conjetura de Chang. Entonces @ > wp no es posible, por
el Teorema 66 en el capftulo 5).

En trabajo realizado hacia 1991, Gitik y Magidor mejoraron el resultado de Shelah,
mostrando que ®,, podfa, en el Teorema 59.a), ser el primer contragjemplo a GCH. Tam-
poco consiguieron hacer 2% > R, (con R, limite fuerte).

El resto de esta seccién estd dedicado a introducir el argumento de [GiMal], donde se
muestra tal mejora. Recuérdese la definicién del orden < de Rudin-Keisler en la seccién

anterior.

Def. 71. (U;)ica es un sistema dirigido de Rudin-Keisler sii hay un & t.q. (A4, <,A) es
w1t d.lngldo cada ¥; es un ultrafiltro x-completo sobre , y hay una sucesién (mij 3¢ >4 J)
de ‘proyecciones’ t.q.

a) mij : & — k proyecta U; sobre U;: VX (X € Uj +— ;"X € Uy).
b) wii = id,.

c) Vi,5,k € Aconi>4 g >ak, mp = mjx 0wy Ui-c.s.

d) Sii# jy k son elementos de A, 4,7 <a k, ki 7# Tr; Ug-c.8.

Def. 72. ((Ui)ie A, (ij)i>4 ;) es un sistema preciso de ultrafiltros sii
a) A tiene minimo, 0.
b) (U;i)i es un sistema dirigido de Rudin-Keisler.
c) Up es normal.
d) (mij)i>.; €s una sucesién de proyecciones, como en la definicién anterior.

e) Vi>uaj >a0(mo =mjo o mij).
f) Vi,j € A\ {0} (mio = mjo)-
g) Vie AVf e n(f no constante médulo U; — IX € U;Va < 6(|X N f~1%| <

K)).
Para cada UY;, g) da una de las diversas caracterizaciones de P-punto (P,+-punto en

[ComN])).
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Lema 67. Si (A,<4) es st t-dirigido (|A| > w) y (Ui)ica es un sistema dirigido
de Rudin-Keisler de P-puntos, entonces hay un sistema preciso de ultrafiltros de tamafio
|A]. Over)

En [GiMa2| se muestra que la consistencia de la hipétesis del Lema se sigue de o(x) =
&t k < f A < A. En [GiMal] se indica que también se sigue de esta suposicién para A
ordinal sucesor.

Se puede definir un for¢ing con ayuda de un sistema preciso que colapsa k a 8, y eleva
su potencia a k%! (w < @ < w;), manteniendo GCH bajo &.

La hipétesis inicial es que & es (x + a + 1)-fuerte. El argumento se basa en el de [Sh5]:
los Ry, ahf eran de la forma [[],, <|p,| Coll(kTimH1, < gtimi1)] x Add(s, sT*+2), donde

(ém)m enumera D,, en orden ascendente, y J,, Dy = @, los Dy, finitos y disyuntos (Este es
el punto del argumento que no permite generalizar directamente para o > w;).

Acé se procede similarmente: se toma una particién asf, y se desea colapsar todos los
cardinales entre kK71 y k+**1, excepto los de la forma x**+! para i € D,,.

Se define, para ¢ inaccesible,

Collo(§) = J[ Coll(g+im+?, < gHim),
m<| Dy

Se hace un forcing iterado, de s + 1 pasos, donde Qg = {0} a menos que B sea inaccesible.
En tal caso, Qg primero escoge ng < w y luego fuerza con Coll,,(8). En limites, Pg es
(como de costumbre) el limite directo de los P, (v < B) si B es inaccesible, e inverso en
otro caso.

Sij:V =% M es testigo de que & es (k + a+ 1)-fuerte (critj = &, Vetatr1 S M) y
n < w, hay una extensién j, : V[G,] =M [Hy], donde G, es PP, * Coll, (j (K,))—genérico y
Hy, es j(Py) * Cbll,.(n)-genérico.

Usando j y un buen orden < de V, Gitik y Magidor construyen un sistema preciso
S de tamafio k71, y con j,, en V[G,] S puede ‘expandirse’ a un tal sistema S, en el
sentido de que a todo ultrafiltro ¢ de S corresponde otro, U’ D U, en S'. Se define ahora
otro forcing, con ayuda de S’, parecido de nuevo a los empleados en esta seccién. Este
forcing vuelve a k N,, preservando los cardinales entre £ y k7211, Para esto se adiciona
una sucesion de Prikry a cada Uf;, incluyendo en las condiciones del forcing sucesiones que
serdn los segmentos iniciales finitos, y que garantizan la compatibilidad mencionada en la
seccién anterior. Se introduce un 4rbol cuyos nodos son sucesiones finitas que codifican
posibles extensiones (como el conjunto A y las funciones F' y G antes). El argumento final
requiere factorizar I’ adecuadamente para mostrar, mediante condiciones de cadena, que
se preservan los cardinales requeridos.

En esta construccién no es necesario pasar a un modelo interno. Si se desea GCH bajo
K, 86lo es necesario comenzar con un modelo donde ademds valga GCH, y un core model
sirve.

Variaciones de esta construccién permiten modelos de distintas violaciones de SCH. Ver
la seccién 5, y la seccién 3 del capftulo 5.

Las sucesiones de ultrafiltros y el orden envuelto recuerdan extenders, y en [GiMa2]
se explora precisamente esta idea mostrando ecémo un extender puede convertirse en un
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sistema de Rudin-Keisler cambiando la cofinalidad de los cardinales involucrados, y sin
modificar el orden asociado.
La siguiente pregunta surge por si sola:

Pregunta 6. ;Es consistente 2% < R, y R¥ > R, ? Para cardinales mayores quizis
resulte 1til tener informacién sobre qué tan lejos puede llegarse, en el siguiente sentido:
;Hay algtin modo de formalizar la funcién x : @ — Sup{f: Con(R, es limite fuerte —o
292 < Ro— y I(Ry) = Ng)}, para o limite (o para N, singular) de modo que puedan
estudiarse sus propiedades? Ac4, la consistencia es relativa a alguna hipétesis de cardinales
grandes. Por ejemplo, una respuesta negativa a la primera parte de la pregunta equivaldria
a x(w) = wi. 1Bs [x(a)| < |al*?

3. (Qué tan fuerte es ~SCH? (II).

Hacia 1986 Moti Gitik demostrd que o(x) = x*+ es suficiente para obtener un modelo
con ~SCH. Esto, junto con el resultado de la seccién 5 del capitulo 3, establece la equicon-
sistencia ah{ mencionada. Seguimos [Gi2]; la prueba depende de un resultado de Woodin,
que exponemos primero:

Teorema 60. [Woodin] Si es consistente GCH y tener una sumersién j : V —+ M con
critj = & t.q.
a) "M CMy
b) 3f € "s (§(f)(x) = £T7),

entonces es consistente tener un medible x con 2* = ¥, y por tanto es consistente ~SCH.

Woodin muestra que incluso puede tenerse R, limite fuerte y 2% = N,, 15 a partir de la
hipétesis del teorema. A ésta se le pueden afiadir 3 cldusulas:
c) j(s) > k+* —que se deduce de b)—.
d) Va € M3ay,...,an <&t g: [k]* = V(i(g)(a1,...,on) =a).
d) es un requerimiento técnico que recuerda normalidad y permite en diversas partes de
la prueba tomar genéricos apropiados.
e) Kt = (k)M

Para tener e) puede extenderse V a un modelo donde esto valga. Por ejemplo, primero
forzando con una iteracién de & pasos (P4)q, donde Qq, es trivial excepto si o es inaccesible,
en cuyo cap es (un nombre para) Coll(at, < f(a)) si f(a) es inaccesible; acd f es un testigo
de b), asf que esto pasa usualmente. El forcing, como es usual, es de tipo Easton inverso.
Si G es Px-genérico, j(G) = G * (. G' puede escogerse de modo que la extensién de j a
V[C;]) i

3* : VIG = MG+ G,

es testigo de a)-e). [Gi2] demuestra esto para el caso particular que estd considerando. Su
argumento depende de un lema més general de Woodin, que aparece expuesto en [Cul]:

Afirmacién. Sean x un medible, Y una medida normal sobre k y j : V M=
Ult(V,U). Supongamos que PP es s-cerrado y Q = j(P) (Q es x*-cerrado porque "M C M
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¥ j(k) > k). Si G es Q-genérico sobre V, y j* : V]G] = M[7*(G)] extiende a j, G es
Q-genérico sobre M[5*(G)]. Dar)

Acé j no necesariamente es generada por una medida normal. Si eso pasara, d) podria
remplazarse por Ya € M 3g € *V (j(g)(x) = a), pero el argumento para mostrar la afir-

macién es esencialmente el mismo en ambos casos.
Podemos entonces suponer e), lo que nos permite en b) tomar f(a) = o™+, simplemente.

Dem: (Teorema 60) Sea Y la medida normal asociada con j, y factoricemos J como en
el Teorema 16: -

Ju J
< N,
My 5 M
donde My = Ult(V,U). Sea P, la iteracién de x pasos de tipo Easton inverso de

Add(a,a™), a<k,

y tomemos G P.-genérico. _

Sobre V[G] forcemos con Q = Add(x, (kt+)Mu)+ Add(k ™, k*+). Sea G°*G Q-genérico
sobre V[Gy], y denotemos V[G,][G® * G] por V;.

En My, g

Ju(Px*Q) = Pex Add(k, (k1)) « P % Add(ju(x), \) * Add ((Ju (<) T)YM4,, (Gu () T+)Mu),

donde A es ju(x)** en el sentido de Ult(Muy, ju(Y)).

Ju puede extenderse en V1 a j : V[G, * Gﬂ] = My[Gy * G2 * H? % G°), donde H?
es P'-genérico sobre My[Gy * G9] en V[Gy * G%] y G° es Add(ju(k), \)-genérico sobre
My|Gx * G}, + HY]. H} se halla con ayuda de la afirmacién, y G® se toma de modo
que contenga a jy “G}. 7“(G°) genera un Add((ju(x)T)M, (ju(x)t+)M«)-genérico sobre
My = My[Gy * G% + HY + G°], G, y 7 se puede extender a j* : V; =+ My[G"].

Ahora se realiza una extensién de V; donde 2% = k*1, y se extiende j* a este nuevo
modelo para demostrar que x es medible ah{. El forcing considerado es

S = Fa(s, [(s++)M, w++), )V,
Si G}, es S-genérico sobre V3 y V* = V;[G1], entonces la extensién de j* es de la forma
7V 3 MG, + GO+ GL « G

queremos llegar a una sumersién definible desde V*, lo que dificulta la definicién de G”,
que depende de la extensién de k a & : My[Gx * G2] —» M[G. + G * GL:
G" = kE“(H? + G° » G + G°), donde G° es M;[G']-genérico sobre 7*(S).

~0 | Al
Finalmente, si G” N Fn(j(x), [k()\),j(n”"")),j(n))M[G"*G"*G"] = @, se toma G* =
{q¢*:q € G} donde cada g* coincide con g en los puntos de su dominio que no son de
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la forma (j(),7(B)), y para estos g*(j(a),5(8)) = j(G(a,B)). Un argumento adicional
establece la genericidad de G*, y habia sido usado ya antes por Woodin en trabajo conjunto
con Shelah. y :

M* = M[Ge G2 xGL % (G"\G)*G*] y ] : V* =+ M*, la extensién natural, dan la
sumersién buscada. No es dificil ahora mostrar, por d), que j es la sumersién asociada con
la medida normal que genera. [(re0)

Por el resultado de Woodin basta, partiendo de o(k) = x¥7, llegar a un modelo de
a)-d).

Teorema 61. [Gitik] Si V |= GCH y U es una sucesién coherente de ultrafiltros con
(k) = k¥ y o(a) < o™t Va < «, entonces hay una extensién genérica de V, V*, y
una sumersidn j : V* — M definible en V* t.q.

a) critj = k.
b) "M C M.
c) Af € *x (§(f)(r) = ™).

Dem: Sea U como en la hipétesis. Entonces s.p.d.g. U es una funcién con dominio de
la forma {(a,8)ta <k + 1,8 < oa(a)} y t.q. ¥(a,B) € Dom#, U(e, B) es normal en &
ysijg:V = Ult(V,U(a,,B)) es la sumersién aociada, entonces jg(ﬁ) = u [(a,B)-

S.p.d.g., podemos ademds suponer que hay una sucesién [J-coherente para U

Def. 73. Una sucesién O-coherente para U es una funcién € con dominio las primeras
coordenadas del dominio de U , Domy U 5L
a) Vo € Dom; U C(a) es un testigo de Oy+, es decir, C(a) es una sucesién (C(a)»)a
definida en los limites < (a*)t t.q. cada C(c)) es club en ), fX < ot —
otp(C(a)s) < et y si p < A es un punto limite de C(e)a entonces C(a), =
p N C(a)a.
b) Va € Dom; UV < oa(a) (JE(C-")(a) es un segmento inicial de C-"(a))

Observaciones. 1) O, fue definido por Jensen. En [Jel] se muestra que U, vale en L
V& infinito y, més aun, en |[Fri2] se muestra que hay una construccién ‘global’ que funciona
en L. Solovay mostré que —[J,, es consistente médulo un Mahlo, y Gregory probé que [
es falso si hay un & < A A*-compacto. En [KReSo] se da una demostracién combinatoria
de este hecho (la demostracién original usaba argumentos de teorfa de grupos).

2) (att)Ut (V#@d) < ot i o < K, de modo que b) tiene sentido.

Puede suponerse que tal sucesién existe, pues Magidor mostré que vale en L[I:i] y Gitik
hallé una extensién genérica de V donde vale, tomando el producto de Easton inverso de

nociones que ge_geraba.n [
Asf que sea C una sucesién asi, y sea C§ = C (a)s. Extendamos la definicién para § no

limite, haciendo Cg,; = {6} si # no es limite o si cf § = at,y Cgy, = Cg U{B} en otro
caso. Tam,bién podemos asumir que Cg = B si 8 < at.

Usando un producto de Easton inverso, agréguese una funcién f € *« para cadaa <k
inaccesible (p. €j., con Coll(e, )). Sea V[H] una tal extensién. En V[H ] U se extiende a

126



una sucesién coherente Zf;. Sea H = H, * H, donde H es el genérico correspondiente
a la iteracién antes de s y' H,; al dltimo paso.

Si en V[H] hay un poset P &-cc, |P| = &, t.q. si G es P-genérico en V[H][G] hay
una sucesién (Un)a<n++ que es un sistema dirigido de Rudin-Keisler que extiende a
(U (s, a)) a<x++> €ntonces VIH][G] es el V* que buscdbamos.

En efecto, sea V* = V[H][G], y tomemos una sucesién (U ) como la que se afirma que
existe. Tomando el limite directo de los Ult(V*,Uy), o < ¥, obtenemos una sumersién

v =M
con j(k) = kTt. Sea M, = Ult(Ml,j'(Uo)). La sumersién asociada j; : V* =% M,
satisface j1(k) > k1, y *M,; C M,, pues *M; C M; ya que M es el limite directo de

xT* modelos con esta propiedad. Con M, no necesariamente vale c) del enunciado, asf
que tomaremos un modelo interno:

M; es de la forma M*[j;(H)][j1(G)], con ji(H)*(®) —def. 27— Coll(j1(x), 41(x))

genérico. Podemos remplazar cada H® por la funcién que codifica, de modo que
J1(H)(51(x)) € ™y (k).

Sea H* I5,= 51(H) lim) ¥ H*(j1(s)) = (1(H)(52(%)) \ {(%,52(H) (52(%)) () }) U

{(k,s*)}.
Como sélo modificamos un valor, H* es genérico, y M*[j1(H)] = M*[H*].
Ahora bien: V* = V[H|[G] = V[H<x][H,][G] = V[H<«][G][H] y, andlogamente,

Mz = M*[j1(H<x )]l (G)[Hjy (w)]- (%)
71(P) € M*[j1(H<x)] es ji(k)-cc y ni Hj (xy ni H; () agregan subconjuntos acotados
de ji(x) a M*[j1(H<x)], asi que j1(@) es ji(P)-genérico sobre M*[j1(H<x) * H;;(n)]’ y

podemos remplazar Hj, () por HJ ) en (*).
Sea j* : V* = M*[H*][j1(G)] la funcién dada por
3 Iv=01 5(TH) = 51(T) fawgy ()
Es fécil ver que j* estd bien definida y es elemental. j* es como se quiere, pues
7*(H(K)) (k) = H* (j2(s)) (s) = s*+.
Asf que sdlo es necesario definir IP, que resulta ser una iteracién de x pasos. La cons-
truccién y diversas propiedades de P dependen fuertemente de la construccién presentada

en [Gil] y de algunos lemas ahi mostrados. No la daremos aquf, y sélo agregamos unos

comentarios. e :
Para simplificar la notacién, llamemos V a V[H] y U a U;. E problema es definir Q,

para a € Dom; U. Esta definicién utiliza la sucesién coherente C, y requiere de algunos
preliminares, como la introduccién de funciones que Gitik denomina ‘de y-profundidad’:
Para v < ot definimos p” : v+ 1 — w por induccién: Asuméamosla definida para todo
v <. p'(7) =0, y si 4" < 4, hay 2 posibilidades:
(1) 7" € Cf. Entonces p”(v") = m sii en la enumeracién creciente de C 7" es el
(A + m)-ésimo ordinal, donde A es limite y m € w.
(2) 7" ¢ C2. Sea v el minimo de G2 \ 7. p¥(y") = p7 (") + p(7') + L.
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Con las funciones p” se puede definir una sucesién de ordinales que codifican informacién
de los C3, y por tanto permiten ‘reflejar’ propiedades de un cardinal a otros menores.
Gitik las usa para construir sucesiones coherentes (vy-coherentes) con las que obtiene
~-arboles, una nocién P(a,«) de forcing, y ultrafiltros U(e,,t), para t «-coherente y
¥ < oa(a). Con los ultrafiltros asocia proyecciones, que convierten en dirigido al sistema

asociado. Los P(a,+) se definen inductivamente, Qo = ]i”(a, (oa)"(a)), y corresponden a
Q. en los Ult(V,U(a,)). Los drboles se definen de modo que los ultrafiltros que resultan

(de la forma U (k,, (), con v < o(x) = k**) son en la extensién la sucesién de Rudin-
Keisler que se buscaba. [(s1)

4. Posibles Comportamientos Globales de la Funcién Exponencial.

Nos hemos concentrado en las 2 secciones anteriores en presentar resultados locales:
Qué tan lejos puede llegar la exponencial de un R, con « fijo bajo ciertas restricciones en
la seccién 2, y en la tltima seccién un ejemplo de cémo son necesarias nuevas ideas para

obtener tales resultados bajo hipé6tesis débiles.
Ahora nos interesamos en otra direccién: ;Qué puede decirse globalmente de la expo-

nencial, més alld del teorema de Easton?

En el capftulo 0 mostramos cémo el lema de Bukovsky-Hechler da algunas restricciones
en los cardinales singulares: 2%= y R4+ no pueden ser la misma funcién (de ) si 8 > w.
La teorfa de pcf y los resultados de Galvin y Hajnal dan también limitaciones. Ademss,
la presencia de cardinales grandes afecta también el comportamiento de la funcién. Por
ejemplo, SCH no puede fallar globalmente si hay fuertemente compactos en V.

En esta seccidn presentaremos 2 resultados globales que indican qué tipo de fallas cabe
esperar, y lo corta que queda la teorfa para determinar qué otras libertades pueden tenerse.

Teorema 62.
a) [Foreman-Woodin] Asumiendo la consistencia de un supercompacto con infinitos
inaccesibles mayores que él, GCH puede fallar globalmente.
b) [Woodin] De hecho, la consistencia de un P?(k)-hipermedible implica la de

Ve (2° = stT).

c) [Shelah-Cummings] Si es consistente tener 6 supercompactos en V, también es
tener

V& (2® es debilmente inaccesible y VA € [«,2") 2*=2)) y
que ademéds toda dlgebra booleana infinita B tenga 2!Bl subdlgebras.

Teorema 63. [Cummings] Si es consistente tener un P*(x)-hipermedible, también lo
es que GCH valga en los sucesores y falle en los limites.

Observaciones. 1) El resultado de Foreman y Woodin [FWo] fue obtenido en 1979
y aparecié publicado en el 91. Es el primer resultado que se conocié en el cual SCH
falla globalmente. El resultado de Woodin es mencionado ahi y en [Cul] pero no ha sido

publicado.
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2) Shelah y Cummings, en [CuSh], obtienen de hecho en su modelo que toda 4lgebra
booleana infinita B tiene un subconjunto A no redundante (i.e., Va € A, a no es ele-
mento del 4lgebra generada por A \ {a}) con 2/4! = 2!Bl, de donde la segunda parte de
la conclusién se deduce facilmente. El comportamiento de la exponencial que ellos ob-
tienen es bésicamente el de a), aunque en [FWo] no es dicho explicitamente, y en verdad
la construccién de [CuSh] es una variacién de la de Foreman y Woodin.

3) El resultado de Cummings [Cul] fue obtenido en 1988 y aparecié en el 92. Segura-
mente la hipdtesis usada es la correcta, as{ como en el resultado de Woodin. Sin embargo,
esto no deberia bastar, pues aun falta determinar qué hipétesis de cardinales grandes son
consistentes con las conclusiones anotadas.

Hasta donde sé, la siguiente pregunta es abierta:
Pregunta 7. ;Si 2 < n < w, es consistente (médulo cardinales grandes)

Ve (2" = kT™)?

Posiblemente la respuesta es afirmativa. Parece més dificil determinar si es consistente
con un fuertemente compacto &, p. €j., que VA < x(2* = A*t1); y en tal caso, saber
con qué libertad se cuenta por encima de A. Si x fuese supercompacto, o fuerte, por la
demostracién del teorema 30 sabemos que 2* < utt Vu. ;Puede ser la exponencial sobre
k ‘arbitraria’ sujeta a SCH y esta restriccién?

Dem: (Teorema 62) Nos centraremos en a). El argumento es como los de la secién 2. Se
produce una extensién, y luego se toma un modelo interno. Acé hay un elemento adicional,
pues luego debe tomarse un subconjunto de este modelo.

Si k es supercompacto y (%n)n>0 €numera w inaccesibles sobre &, podemos asumir que
k es indestruible en el sentido de Laver, y usando forcing de Easton inverso hacer &, =
Jn(x) = Jn (k)< el n-ésimo debilmente inaccesible mayor que & en una extensién.

Asi que podemos suponer que esto ya ocurre en V. Se define entonces un forcing P,
que incorpora la técnica de Radin (seccién 1.a) en el esquema de Magidor, y se toma una
proyeccién P* de IP. En la extensién por esta proyeccién

1) & es aun inaccesible.

2) Se ha agregado un club (kq)a<x- Cada k4, en V, refleja propiedades de k: es
medible, 3y, (ko) es debilmente inaccesible, J,(kq) < (%) = T, (k).

8) Si p € P” determina Ko ¥ Kat1, entonces P™ [,2 Py x Add(34(ka), Sat1) X Qa,
donde P, es xt-cc si o es limite, y Jy(kg)T-cc si @ = B + 1; y Qa no agrega
subconjuntos acotados de Jy(ka+1) (i-e., Po X Add(Jy(Ka), Ka+1) fuerza esto).

Se ha conseguido con P, ademés que GCH falle entre £, ¥ J4(a). Por 1), V, = ZFC.
Por induccién, de 3) y 2) se sigue que p es limite fuerte sii u = k) para A limite, y que
GCH falla siempre bajo k. No es dificil comprobar que, ademds, en V la exponencial es
como en c) del enunciado porque los &, se mantienen debilmente inaccesibles. Sélo serfa
necesario modificar GCH bajo g, pero eso no requiere més que afiadir una cldusula.

Antes de explicar IP, Foreman y Woodin realizan algunos comentarios generales sobre
sus propiedades:
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Def. 74. P es A-Prikry sii P = |, <y Fa donde cada F, es A-cerrado, y para todo
p € F, y toda férmula ¢, hay un q < p en F, que decide ¢.

El forcing de Prikry Py para U normal sobre g > ) es de esta forma, de ahi el nombre,
y en realidad muchos de los posets encontrados en la seccién 2 se comportaban asi. La
importancia de las nociones A-Prikry reside en que no agregan subconjuntos acotados de
), aunque pueden no ser A-cerrados. Asi se garantiza preservacién de cardinales < A (si
colapsamos alguno en una etapa a, no volveremos a afectar la regién bajo a luego, en una
iteracién).

Easton factorizaba su forcing como uno A-cc por otro A-cerrado. Acéd esperamos fac-
torizaciones fuertes en )\, que son las correspondientes usando ahora nociones A-Prikry; es
decir, P= Q x R con Q A-cc, R A-Prikry y t.q. si (¢,7) € Q@ X Ry ¢ es una férmula, hay
un 7' < r en el mismo F, que r t.q. Q [, contiene una anticadena maximal A de elementos
q' con cada (¢’,r') decidiendo ¢.

Esta es basicamente la ‘versién débil’ del Lema 35 que satisfacen las nociones de forcing
con que trabajamos antes. Si IP factoriza fuertemente en A regular, P = Q xR, ) se preserva
y R no agrega subconjuntos acotados de A.

Nuestra nocién factoriza as{ en los kg, y si R, como arriba, es | J, Fa, cada F, serd
Jy(sa)T-cerrado. Esto eventualmente garantiza que en 1) preservamos incluso J3(x)-
supercompacidad.

Sea j : V=3 M testigo de la suficiente supercompacidad de x. Recuérdese que en V,
J.(x) es debilmente inaccesible para n < w. Para definir IP se comienza por una sucesién
de medidas. En [FWo) ésta es de la forma (Mg )a<a, Para algin A < Ja(k)™, Mp = j“3s(k)
y M, (@ > 0) es una medida sobre [J3(x)]<"* x V.. Estas medidas son tomadas de modo
que con cada una puede hallarse una funcién g, con dominio en M, y tomando valores
en Add(J4(ky), k), donde k, depende en cada caso del punto donde se evalue g, y s un
elemento de Js(x).

Con sucesiones as{ se genera una familia de ultrafiltros como en el forcing de Radin.
Las condiciones del forcing constan de sucesiones finitas de elementos de las medidas, y
sucesiones de medidas, funciones como las g, y elementos de Add(3s(x4),s). Asf como
en el forcing de Radin necesit4bamos tomar Jz(x)*t medidas para asegurar que (con la
notacién de 1.a) hubiera dos ultrafiltros k», y ka, que coincidieran (un repeat point), acd
se requiere de Jy(x), y de los Jy(ky) en cada condicién. En [CuSh] se necesita incluso
J5(ky) cada vez. Las tuplas que forman las condiciones permiten elevar simultaneamente
el exponencial de muchos cardinales, a la vez que se van escogiendo los elementos del club
en . En realidad, P es més complicado, para garantizar la factorizacién fuerte en cada
kq; cada condicién consta de sucesiones de tuplas como las explicadas, coherentes en cierto
sentido).

La diferencia esencial con los argumentos de la seccién 2 estd en que la proyeccién se
estudia como una extensién genérica en sf, y no sélo como un modelo interno de la extensién
original. Esto permite conocer su comportamiento a gran escala, y se estudia como modelo
interno para mirar los cardinales especificos del club, que estamos interesados en preservar.

Que & es grande bajo la proyeccién depende de un argumento que involucra condiciones
maestras (master conditions). Si i : P — j(P) es un homomorfismo de orden que preserva
anticadenas maximales y m € j(P) es tal que si p € IP entonces m || i(p) || j(p), decimos

130



que ™ es una condicién maestra para P, i y j. Usando el Teorema 24, si m es una condicién
maestra y forzamos con j(P) [n, 7 : V —+ M puede extenderse a * V@ = M [H],
donde H es j(P) [,.-genérico sobre M y G es el genérico en P inducido por . Como m es
compatible con i(p) para todo p € P, IFp & es regular. Més aun, si se deseara, variando
ligeramente P puede garantizarse que s siga siendo Jn(k)-supercompacto. La existencia
de condiciones maestras es un elemento bésico de los argumentos con forcing de Radin, y
la forma estindar de obtenerlas es a partir de repeat points, como los mencionados més
arriba. D(Tsz)

Concluimos la seccién con un répido vistazo al argumento de [Cul].

Dem: (Teorema 63) Esta demostracién es bastante més elaborada que la del teorema
anterior, pues se requiere de mas cuidado en la escogencia de las sumersiones involucradas
en los argumentos.

Cummings parte de un modelo de GCH con un P3(x)-hipermedible y una sumersién j
asociada a un extender como testigo. Esto es posible por la teorfa de core models, asi que
basta asumir inicialmente la hipétesis anotada en el enunciado.

Sélo indicaremos los pasos que sigue la prueba. Primero, aprovechando la factorizacién
usual de la sumersién j con la sumersién asociada con la medida normal ¥ generada por
J, se construye una iteracién, luego de la cual puede, con argumentos similares a los de la
seccién 3, obtenerse una sumersién de la extensién V[H] definible desde el mismo V[H].
Esto permite mostrar que a las hipétesis iniciales se les puede agregar la existencia de
un genérico particular; un G € V jy(P)-genérico sobre Ult(V,U). Acé, P es un poset
particular, y jy es la sumersién asociada con .

Con ayuda de este genérico pueden producirse nuevas extensiones, una vez realizada
en V otra iteracién, en esta ocasién con el producto de Easton inverso de Add(), A1), A
inaccesible. En la extensién la P?(k)-hipermedibilidad se pierde, pero & sigue siendo grande
(P?-medible); GCH falla en cada inaccesible A < &, de hecho, 2* = A\++ y 223%™ = \+nt1
para 0 < n < w. Asf, tenemos ahora una sumersién j : V —5 M testigo de la P?(k)-
medibilidad de & con M = 2" = xt+ y 28%" = g+n+1 para 0 < n < w. De nuevo, § se
puede tomar generada por un extender.

En esta situacién, se construye una sucesién de medidas en el estilo de Radin, y con
ellas se define un forcing para agregar un club en £ y una sucesién de genéricos: si {Kqa}a
es el club, se tiene un genérico para cada Pk, £a+1), donde P(e, 8) = Coll(at%, < B) x
Coll(B,8") para o y B inaccesibles, @ < 8. La idea es que a la vez estamos dafiando GCH
en muchos cardinales, y colapsando los espacios entre ellos. Esto lo rearregla parcialmente,
de modo que los cardinales < « ahora son a lo més los k1™ para o < K, n < 4, y el espacio
se deja para que GCH falle ‘ocasionalmente’, i.e., justo en los limites x, para los a limite
para los cuales k7 se preserva. \

La demostracién de que los 1™ (n # 1, n < 4) se preservan es compleja. Envuelve
un argumento tipo Prikry, cuyo establecimiento es el mis complicado de los de todos los
teoremas que hemos incluido que necesitan de él pues requiere, dados p y ¢, la construccién
de un g < p particular que decida ¢, y ahora no basta apelar a un lema combinatorio como
aquellos que habfan sido usados en cada caso. El forcing en consideracién es enredado, de
modo que la séla construccién ya involucra bastante trabajo.
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Luego, mediante el establecimiento de un anélogo del resultado de Mathias sobre gene-
ricidad de las sucesiones cofinales en el forcing de Prikry, se construye un genérico que
garantiza que si kKt colapsa y f : Ko — (n;’,‘)vl es sobre, donde V' es la extensién pre-
via, entonces hay una g (asociada con f mediante una de las sumersiones envueltas) con
g: Ko — KX sobre (en el modelo donde se encuentre), lo cual muestra que tal situacién es
imposible.

Como antes, basta ahora tomar V%, donde V* es la extensién final, y este conjunto es
modelo de la proposicién enunciada. & es aun P?(x)-medible en V*, de modo que en V,
hay muchos cardinales grandes. De nuevo, es abierto hasta qué cardinales es compatible
tener el resultado. [(Te3)

5. Resultados Adicionales.

Es dificil apreciar la profundidad de los argumentos en las demostraciones mencionadas
en las secciones precedentes sin entrar a presentar detalles, pero esperamos que al menos
resulte clara la estructura que presentan estas demostraciones, todas siguiendo el estdndar
de la prueba de Magidor, excepto por [GiMal,2], que introducen un nuevo método.

Mencionamos ahora otros resultados que se han obtenido, y que complementan los
anotados en la seccién 6 del capftulo 3.

Teorema 64.
a) Con(o(k) = k1%, k < cf @ < @) — Con(x es medible y 2° = x*%).
b) Si s es fuerte en un modelo de GCH, VA hay una extensién donde no se agregan
subconjuntos acotados de k&, cf & =Ro y 2 > A.  Urey)

Observaciones. 1) Como se mencioné en la seccién 2, luego del Lema 67, de la
hipétesis en a) puede obtenerse un sistema preciso de ultrafiltros, y en [GiMa2] se muestra
cémo con este sistema obtener 2% = kT preservando medibilidad.

2) Un resultado similar a b) es enunciado en el Teorema 70 en el capftulo 5.

3) Los dos resultados mencionados son debidos a Gitik y Magidor. a) se habfa obtenido
antes a partir de o(k) = k**+ 1 por parte de Woodin. Ahora tenemos la equiconsistencia.

Hay unos pocos resultados més que mencionaremos aqui: de o(x) = «** se puede
obtener 2* > k1%, of k = w y GCH bajo & ([GiMa2]). Woodin mostré que o(k) = A 4wy
basta para tener cf k = w;, 2% = A regular > &7, etc.

Shelah ha trabajado en generalizaciones distintas del concepto de exponencial, obte-

niendo teoremas que recuerdan GCH:
Con la notacién de la.definicién 48 (capitulo 2), si x es regular y < A, sea ARl =
cov(A, s+, kt, &). Explicitamente,

M = min{|P[:PC "y VX e M"Y e [PI<"(X c | V) }.

Entonces \* = X sii 25 < Ay Ml = ) para todo 8 regular < &, y Shelah y Gitik
mostraron que para finitos cardinales en esencia hay libertad, de modo que por ejemplo

ARl A[Ral
pueden ser independientes.
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Usando la teorfa de pcf (con un argumento que involucra ultrapotencias genéricas),
Shelah mostré que de todos modos hay restricciones en general; p. €j., para & < J., < A,
si & es regular suficientemente grande, A = ).
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Capitulo 5

Varios

El Camino sigue y sigue

desde la puerta.

El Camino ha ido muy lejos,

y si es posible he de seguirlo
recorriéndolo con pie fatigado

hasta llegar a un camino mds ancho
donde se encueniren senderos y cursos.

¢ Y de ahi addnde iré? No podria decirlo.

(J. R. R. Tolkien, El Sefior de los Anillos.
I. La Comunidad del Anillo, (1965).)

En este capitulo discutiremos brevemente algunos resultados relacionados con el com-
portamiento de la exponencial, que no se ubican directamente en la exposicién que hemos
seguido.

También tocaremos en otro problema de la aritmética cardinal sobre el que aun hay
bastante por decir: El cardinal de los ultraproductos.

1. La Conjetura de Chang.

En primer orden, consideremos un tipo de similaridad 7 contable, y estructuras para
el lenguaje £,. Asumimos que en T hay un simbolo de relacién 1-aria R ‘distinguido’, de
modo que nuestras estructuras son de la forma M = (M, RM,...).

Def. 75.
1. M es de tipo (k,A) sii |[M| =k y |R| =
2. (k,A) —» (0, 0) sii para toda M de tipo (k, ) existe un /' < M de tipo (0,6). La
conjetura de Chang para (k, \), (o, 0), es esta afirmacién. La conjetura de Chang,
a secas, es (wz,w;) —» (wy,w).

Por ejemplo, —» es transitiva: si (k,A) - (0,0) y (0,60) - (u,v), entonces (k,A) —»
(4,v). Trivialmente, (s, A) —» (w,w) si & y ) son infinitos (y si A < w < &, (K, A) > (w, ).
De hecho, (&, ) = (,A) Vi € [\, ). Pero, excepto por esto, los resultados respecto a la
relacién —» son bastante mas elaborados y suelen involucrar cardinales grandes.

Mencionamos 2:
e Si % es Ramsey, i < A < K, (5,\) —» (i, ). En contraste, (,A) > (x, ) para

p<cdre<A<k.
e Con(3dx x Ramsey) — Con(Conjetura de Chang).

[ChKe] y [K] sirven como referencias.
La mencién de cardinales grandes es necesaria:
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Teorema 65. [Silver] La conjetura de Chang implica que 0! existe.

Dem: Sea (A,R,E) < (Lu,,w1,€) con |A| = wy, |R| = w. Sea (por condensacién)
7 :(Ls,6,€) = (A, R, E) el inverso del colapso transitivo de A. & es un ordinal pues j :
L, = Lu, ¥ §(8) = w1. Como critj < é < w; = |r|, por el Teorema 35 0 existe. O(rgs)

Def. 76. s — [A]} , <= &, A, p, v son cardinales, n € w, y si f : [£]® = p, entonces
hay un X C « de tipo de orden A t.q. |f“[X]"*| < v (compérese con la definicién 5).

Lema 68. [Rowbottom] La conjetura de Chang equivale a Rz — N1}, ..

Dem: ", Es claro: Si f : [wp]? = w1 y (N,w1 NN, €, f [n)2) < (wz,w1, €, f) es como
afirma la conjetura, N es testigo de que vale la relacién de particién para f.

v+ Dada (s.p.d.g.) M = (wa,ws,...) tomemos funciones de Skolem para M. Hay w de
ellas, digamos hg, h1,... con h, my-aria, s.p.d.g. m, < n.

Afirmacién. wy — [w;[]f,l’w > wy > [wl],fl“:w. D(Af)

Esto fue demostrado por Erd6s y Hajnal en el 74. En [K] se da una demostracién de un
caso més general: wn, — [w1]$¥, <= wa = [w1]7, ., (Proposicién 8.2), pero incompleta®.
Omitimos la prueba.

Nétese que, por el teorema de Erdés-Rado, bajo GCH, w, —+ (w2)?~?, de modo que el

exponente no puede rebajarse.
Sea f : [w2]<¥ — w la funcién

f(a1,...,a,,) = { gn(al"" ’amn) Sf hn(aly-..,amn) < w .

si no

Por la afirmacién, hay un N € [wa]* con |[fYN]<¥| < w. Si P = |, hn“[N]™, P es
el universo de una estructura (P,w; N P,...) < M testigo de la conjetura de Chang para
M. D(LGB)

Ver también [ErHM4Ra).

Teorema 66. [Magidor] La conjetura de Chang implica que si N, es limite fuerte,
entonces 2% < R,,.

Nétese que, por el Corolario 9 (o el 19), sin la conjetura puede demostrarse que 281 <
N(2w1)+.

Dem:; Daremos 2 demostraciones, una en detalle.

1) [Galvin] —También observado por Benda y por Shelah, independientemente—. Se-
guimos la notacién de la seccién 1 del capitulo 1, especificamente del Lema 24, aunque
remplazando <* por el més natural <ns,,, -

4 Ahf se muestra que si f : [w3]<¥ — wy, existe una g : [wa)® = w t.q. i 5 € [wa]<¥\ [wz]<? entonces hay
un ¢ € [4]? con f(s) < g(t). Asf,si H C wy y |g“[H]?| < w, entonces Sup “g[H]? < w;. Si Sup f[H]<Y <
Supg“[H]?, f“[H]<Y es contable, y tenemos lo querido. Pero sélo sabemos que la desigualdad vale con
Sup f“([H]<* \[H]<?), Quizés f“[H]' = w1, asf que esta g no servirfa, y la construccién de [K] no excluye
esta posibilidad.
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Lema 69. Sila conjetura de Chang vale y p € “'w;, entonces ||| < ws.

Dem: Supongamos que Ry — M]3y, - Sea ¢ € “ORD con ||¢|| > w;. Debemos hallar
un o con @(a) > w;.
Por el Lema 24.a), si B < v < w; entonces g <NS,, v <Ns.J, ¢, de modo que hay un
club en w; Cpg, con pg(d) < p,(8) < p(8)Vé € Cp,.
Si z C wy es finito, sea h(z) = min[|{ Cpy: 8,7 € 2,0 <7}. h: [w2]<¥ — wy, asi que
hay un A € [wp]*? con
a = Sup h*[A]<¥ < w;.

o € Cpy VB, € A con B < 9, pues si esto no ocurre para £, 11, ¥y a1 = Sup(Cp,4, N
(e +1)), o1 < @ (pues a; € Cp,, por ser cerrado). Por definicién de a, h(z) > oy para
algin z € [A]<¥, y por tanto h(z U {B,7}) > e, por definicién de h y a1, lo que es una
contradiccién.

Entonces @g(a) < @,(a)VB,v € A con B <. Como |A| = w,, esto implica p(a) > w;,
como demostrdbamos. [1,69)

El teorema se sigue con facilidad del Corolario 10.a): Supongamos que R, es limite
fuerte. Haciendo, en el corolario citado, k£ = wy, Ka = Ra, 0o = Vo, 81 @ < wj,

N,’,(Q) = H Kg = H Rg < N:_I_w < Ry,
B<a B<a

y como A =21 Ea(uu T(wl aw)a

ZNCA SNy 2= 2,

a<w1

de modo que el corolario se aplica y

2 =R = [T Ra < Atlel < (1, )2 =Ry,

alw

‘.

como demostrabamos.

2) La demostracién original de Magidor sigue la original de Silver del Teorema 25 (o
del Corolario 12.b)). Damos la idea:

Magidor considera funciones f : [w3]<¥ — ws. Por la conjetura de Chang, si f es
asf, hay un A C wq con fYA]<¥ C A4, |[A] = w1, [ANwi| = w;. Sea P1%(w,) =
{A C wp:|A] = w1,]JANwi| = w}. Digamos que B C P“**“(w;) es no acotado sii
VYC € [w3]“ 3P € B con C C P, y que es cerrado sii hay una funcién f : [wz]<“ — w con
B={ACuwy: fYA]<¥* C A}.

Lema 70. Si B C P“"“(wy) es cerrado, es no acotado.

Dem: Inmediato de la conjetura de Chang: Sea C € [w3]¥, digamos C = {cn}n. El
universo de un testigo de la conjetura para (wp,w;,Cn, f [{wz]»), donde f muestra que B
es cerrado, contiene a C' y estd en B. [(p70)

137



Este es el tnico lugar de la demostracién donde se usa la conjetura.

Sean club y no estacionario como antes, relativizando los conceptos. Es ficil ver que el
filtro club sobre P“1**(w,;) es normal: Si (Bq)a<w, €s una coleccién de cerrados, sea (fa)a
una sucesién de testigos, y definase f en la familia de sucesiones finitas de elementos de
we (no hay pérdida de generalidad al hacer esto) por

flaa) =1, f(ea,...,0n) = fa,(02,...,an) paran> 1.

Entonces P es cerrado bajo f sii P es cerrado bajo fo Va € P. Luego. f es testigo de que
Ao B, es cerrado.

Como antes, si A es estacionario (en P“**(w;)) y f : A = wy es regresiva (f(a) € o,
es decir, f es una funcién de escogencia), es constante en un estacionario.

Trabajemos en V[G], donde G es Coll( ,2“2)-genérico. Esta extensién preserva los
cardinales sobre (2*2)V, de modo que R,,,2%1 y R,,, se preservan (w; y w; de V).

En V[G] las funciones de escogencia sobre P*“? ""(wg)V que estaban en V son contables,
y podemos listarlas. Sea (fp)n una enumeracién. Puede conseguirse una sucesién C-
decreciente de estacionarios (en V), (An)n, de modo que fy,..., fn son constantes en A,
(la sucesién estd en V[G]).

Se considera M = VP"*""(w2) jif, donde U es un V-ultrafiltro (en VI[G]) en 7’(7""1"" (w2))
que contiene a los A,. Esto nos da, como antes, una sumersién elemental j, definible en
VI[G], de V en M.

M puede no ser bien fundamentado, pero sf lo es un segmento inicial, pues puede

'mostrarse que j(w; ) es bien ordenado en M (por €M) y su orden es isomorfo a w2, usando
que Y contiene los A,: Sia € M y a €M j(w,), a = [f] para alguna f : P¥1"%“(w;) = wy €
V. Sea Fy : P¥1%(w,) — wy la funcién que envia a P en su f(P)-ésimo elemento (segin
su enumeracién creciente). Como f € V, Fy € V, asf que es alguna f,, de modo que es
cte. en A, € U, digamos Fy“A, = {as}, ay < ws.

La funcién [f] — aj es un 1somorﬁsmo entre (los predecesores de) j(w;) y ws: Clara-
mente es 1-1, y puede mostrarse que { P € P*“1“(wy): otp(P) = w; } € Cpwrw(wgy). Asf, si
a<wyy

otp(PNa) sia€P

si no

e =1

Ran f C w;, de modo que ay tiene sentido, y es facil ver ahora que oy = .

Para f € P (@2)ORD € V, sea N = [N o f]. Puede identificarse cada j(a), para
a < wi, con a, y j(w1) = wp —asf, si M fuese bien fundamentado, la sumersién de V en su
colapso tendrfa punto critico w;—. Sea [g] = w;, visto como elemento de j(w:) (“="ws).
Puede mostrarse, usando que N, es limite fuerte, que |{[h]:[R] < Ry } =Ru,, ¥

[{[R]: M |= [B] © Ry }] = 2%,

asf que M |= 2% < R;(,,), por elementaridad, de modo que en M hay una inyeccién de

{[r]:[h] C Ry} en {[A]:[A] < Rij(wy) }-
Para mostrar el teorema basta ver que |{ [h] [R] < R, } < R,y ya que 281 £ R,
por Kénig. Nétese que

{[A]:[A] <Ry} = "|J {[R]:[R) < Rn )
[f1<i(wn)
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Y podemos concluir, pues |{[h]:[h] < Rig}| < NX}.G] (= RY, si af > wi), lo que se
establece por una sencilla induccién. O(rge)

Shelah [Sh2] encuentra otras aplicaciones:

Teorema 67. Sivale la conjeura de Chang, y N, (w) es limite fuerte, entonces 2%1(%) <
Nwz (w). D(T67)

Acé, R,(w) es el primer cardinal £k = R, de cofinalidad p, para p regular (asi que, si
p > w, es el p-ésimo punto fijo). Si se desea, puede definirse explicitamente R,(Rz).

Def. 77. Por induccién en p: Ro(Ra) = Ra, R1(Ra) = Ragn,, Rg+1(Ra) = R1 (Rg(Ra))
¥ Rs(Ra) = U, <4 Ry(Ra) para ¢ limite.

Es claro que cf Ng11(Na) = cf Rg(Ra) ¥ cf Rs(Ra) = cf § para § limite. En este caso, si
Rs(Ra) = A, A =R, .

La demostracién de Shelah generaliza el trabajo de Magidor, pero usando los rangos de
Galvin y Hajnal, y también mejora sus cotas en ocasiones, considerando la relacién entre
varios filtros.

En [Sh7] cap. II contintia esta idea. Por ejemplo, si A es singular y pp()\) > A1, entonces
(AT, Q) Aeea (pt, 1) Vu € [cf A, X), donde el subfndice indica que se permiten cf A funciones
en las estructuras.

En la misma direccién, muestra que algunas hipétesis del estilo de la conjetura implican
la existencia de 4dlgebras de Jénsson en sucesores de singulares. En [Ko] se muestra que la
consistencia de esta hipdtesis es al menos la de un cardinal fuerte.

En [FMaShl] se muestra que es consistente la conjetura fuerte de Chang mdédulo la
existencia de un supercompacto. La conjetura fuerte es la afirmacién: si A = (wa,w1, fo)n,
existe un club € C w; t.q. o € C implica que hay un B < A de tipo (w;,w) con BNw; = a.

Generalizando la construccién que mostramos en el argumento de Magidor de un ideal
sobre P“1“(w,), es facil ver que (k,A) —» (x,)’) sii hay un ideal I fino (def. 20) w;-
completo sobre [k]* t.q. z € I implica [z] = Ay |z N A| = X. En el artfculo citado se
muestra que ademds se pueden exigir condiciones muy fuertes al ideal (que sea precipitado).
En la siguiente seccién veremos las consecuencias de algunas condiciones més débiles que
ésta. Para resultados sobre cémo la existencia de modelos de una teorfa T' de algin tipo
(%,) dado implica la de otros de tipo («',A’), en general una afirmacién més débil que la
conjetura de Chang (p. €j., €l teorema de Vaught: Si T' tiene un modelo de tipo (ut, 1)
tiene uno de tipo (w;,w)), referimos a [ChK] y a la dltima seccién, escrita por Silver, de
[Jel].

2. Ideales Saturados.
Probaremos un resultado sobre la exponencial de puntos fijos. Usamos una hipdtesis
adicional (que requiere de cardinales grandes), y que introducimos primero.

Def. 78. Sean x > w e I un ideal sobre . I es A-saturado sii no existe K C P(x) \ I
t.q. |[K| = Ay X NY € I para cualesquiera X,Y € K con X # Y. Asi, 2-saturado es
primo.

sat(]) = min{ A: I es A-saturado}.
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Es trivial que I es A-saturado si A > 2%, pero con A < 2* es necesario tener cardinales
grandes. Del Lema de Ulam, Teorema 3, se deduce sin mucho esfuerzo que un ideal sobre
kT no puede ser a la vez kt-completo y k+-saturado. Un teorema de Tarski establece que,
o sat(I) es finito (y puede ser cualquier n), o es regular > w.

Como con ultrafiltros sobre medibles, si K > w e I es x-saturado y x-completo, hay
un ideal asi que ademds es normal, s.p.d.g. ] mismo. En tal caso,si S ¢ Iy f: S = &
es regresiva, es acotada J-c.s., de modo que « es debilmente Mahlo (no se exige x limite
fuerte).

Solovay mostré que si sat(I) < x, entonces » es medible en un modelo interno. De modo
que los ideales saturados permiten a los cardinales pequefios ‘imitar’ en cierto sentido a los
grandes. En particular, pueden formarse ultrapotencias genéricas. Estos modelos fueron
introducidos por Solovay, para mostrar la equiconsistencia de medibilidad con la existencia
de medidas finitas no nulas x-aditivas sobre algtin £ > w. En tal caso, x se dice medible con
valores reales (real valued measurable). Estas ultrapotencias han recibido gran atencién
por parte de Shelah. Jech y Prikry también las han estudiado a fondo.

La existencia de un medible es equiconsistente con la de un ideal I x-completo con
sat(I) = xt, para kK > w regular.  no tiene que ser limite necesariamente. Por ejemplo,
mddulo un supercompacto, en [FMaShl] se muestra que NS,,, puede ser wy-saturado (por
otro lado, esta afirmacién es més fuerte que la existencia de medibles). En el modelo que
se construye vale SCH. El teorema a continuacién muestra algunas de las restricciones que
resultan:

Teorema 68. Si hay un ideal I N;-saturado sobre R; entonces

a) Si 2% = R; entonces 2% = RN,.

b) Sil; < 28 < R, entonces 281 = 9Ro

c) Si 280 = N, entonces 2% < R,,.

d) SiRN., eslimite fuerte, 281 < R,,.

e) Si Ry, (No) es limite fuerte, 2% (Ro) < Ry, (Ry).

Dem: Damos la idea. Se puede mostrar que si 2% < N, , entonces todo ideal w;-
completo sobre w; satisface 2™ < 280 gat(I). Esto prueba a) y b).

La demostracién hace uso de una ultrapotencia genérica. Se fuerza con P = P(w;) \ I
como orden parcial, y se forma el ultraproducto de V médulo G, G un P-genérico (que
resulta ser un ultrafiltro normal w;-completo sobre w; en (V, G)). La demostracién consiste
en acotar |{ [h]: [k] €M j(2%°)}|, de forma andloga al argumento de Magidor. Aqui, j esla
sumersién asociada. Un argumento sencillo, similar al mostrado, prueba que este cardinal
es a lo més sat(I)|(2%)V|. Como los cardinales involucrados se preservan,

V = 2% < 2% gat(1).

Como w, es critj, w; es contable en M, y sat(I) = wp muestra que j(w;) = w;y. Si
v g
2% =R, M | |[PwY)] = 2% = Ry, = R,y. Pero Ni‘& < ng,G]. Como todo cardinal
> w, se preserva, NZLG] =NY_, y tenemos c).
2
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Para d), 2"1 = R! por hipétesis. Como j(w;) > w1, j(Rw,) > RY, , ¥ es wy -inaccesible

(por elementaridad). Esto implica facilmente que
M= |(RE)Y] < 5(Ray) SRS,

como antes. €) es similar, ahora 2%:1() = R, (w)™, y se procede igual O(res)

En [ErHM4Ra] se dan argumentos puramente combinatorios sobre el cardinal de la
exponencial en presencia de ideales saturados. Esto permite, por ejemplo, mostrar el
Teorema 28, de Scott, sin usar ultrapotencias.

[FMaSh1] introduce técnicas nuevas que han resultado muy importantes, y han clarifi-
cado mucho la fuerza de las hipétesis de cardinales grandes requeridas para decidir diversas
afirmaciones conjuntistas, varias respecto a SCH pero especialmente respecto a determi-
nancia, y sobre todo gracias a Woodin. Antes, la forma natural de obtener ideales ‘su-
ficientemente’ saturados sobre cardinales pequefios requerfa de cardinales huge, y Kunen
de hecho introdujo el concepto de huge con este fin. [Fr] muestra un método general para
conseguir estos resultados, mediante forcing iterado.

3. Puntos Fijos.

Volvamos ahora la atencién hacia los puntos ﬁjos, sobre los que casi no hemos hablado.
En las secciones anteriores vimos que, en presenc1a. de hlpoteeus adicionales, en ocasiones
podemos acotar su exponencial. T Tl

Shelah, en [Sh4] y trabajos posteriores (ver [Sh8] caps. V,VI) muestra cémo eliminar
estas hipétesis. Shelah logra, signiendo una vez més [GH], y usando el lema de cubrimiento
de Dodd y Jensen, mostrar que si § = Ry, (w), A = Jp(R;)*, entonces J(§) = 6 = Rj* <
Ra(Ro). El andlogo de [GH] serfa A = J;(R; ), pero esto aun es abierto. Shelah se propone
mostrar una ‘tesis’:

Si f§ = N; (por ejemplo) es pequefio, entonces también N}* (suponiendo R; N;-
inaccesible). La idea de pequefio es intuitiva, claro, y se pretende hallar instancias naturales
en las que valga.

Por ejemplo, si no hay inaccesibles < 5, Rs > Ja(®1), ta,mpoco los hay < NN‘

Sin demostracién, listamos sus resultados:

Def. 79.
1. Por induccién, definimos las clases C de cardinales:

Cy es la clase de los cardinales infinitos,
Cat1= {A ECp: A= Otp(A N Ca)},
Ci= n C. para A limite.

al\

Asi, C; es la clase de los puntos fijos.
2. N ()\), por induccién en %, es

a. RO()) = Ate,
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b. Rit1(}), por induccién en «,

RgF1(X) =
RGHL(A) =RY(A), dondey=REH()+1,
REFL()) = |J REH(X), i & es limite.
a<ld
c. Si i es limite,
R;)(A) = A
Ripa (A) = | R4 (RE),
i<i
Ri(A) = U Né()\) para d limite.
£<d

Esto generaliza la definicién 3.

Las siguientes son observaciones elementales:

o N ()) es funcién moridtona creciente (no necesariamente de manera estricta) de i, o,

: R (D) > N\ i,ay fliosiy), es estrictamente creciente como funcién de a.
{N"H()\) d es limite} = {/.c RE(A) =p}

© Si € es Iimite, {NE(A).a >0}= ﬂ,«{u RL(A) =p}
Sii>0,C;={N (No).a> Ooi eslxmlte}

Si i no es limite, R}, 5(2) = RG(RE(R)). O

Sea nor la clase de ideales normales sobre €l cardinal que se esté considerando.

Teorema 69,

a‘) Si C < wi, ppnor( W (:Z(NI))) < N a(N; )+ (32 (Nl ))

b) Si { < wi, A es el w;-ésimo miembro de C¢ y A > J3(R1), entonces pp,,(A) <el
2 (R;)*-ésimo miembro de C;. .

c) Sip=pM2>D(R), A= >T(X;) yws =cfd <5 < ut, entonces si { < wy,

PPror (Ng ()‘)) < prl- (’\)‘

Por tanto:
d) Sicfé =Ry, Rs > 2™ y los (debilmente) inaccesibles < N5 son acotados, entonces

no hay debilmente inaccesibles en [R5, pppor(Rs)]-
e) Sicfd=NR;, s >2%, a<d, y

a={A: A € [Ra,Ns) es debilmente inaccesib]e}

tiene tipo de orden wy, entonces

{A:) € (Ns,PPpor(Rs)] es debilmente inaccesible }

tiene tipo de orden < J;(R;)7.
f) En d) y e) se puede remplazar inaccesible por p-Mahlo para p < X;.  O(reg)
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Estos, y resultados andlogos, parecian confirmar su tesis. Pero Hajnal descubrié que
no todos los casos estaban cubiertos, y especificamente que no se llegaba al w;-ésimo
elemento de C,. Trabajo posterior mostré que las cotas dadas no servian acé, pero Shelah
lo solucioné cambiando J(R; )+ por J3(R; )T, y haciendo arreglos andlogos para cardinales
mayores.

De cualquier forma, sf hay problemas, como lo terminé confirmando el siguiente teorema
de [GiMal]:

Teorema 70. SiV |= GCH, & es fuerte, ¥ < p, y no hay inaccesibles sobre &, entonces
hay una extension V[G] de V que preserva cofinalidades > k, t.q. en V[G): -

‘a) & es el primer elemento de C,,.
b) 2% =pt.
c) GCH vale bajo k. O(rqo)

La demostracién utiliza un lema combinatorio de [Sh5] sobre iteracién de funciones que
permite conseguir una sucesién de conjuntos de cardinales que cubren (k*+, u*]. Con esta

sucesién, y usando que s es fuerte, se consigue una sumersién j : V —» M con ayuda
de la cual se define un sistema preciso de ultrafiltros, de longitud ut (ver cap. 4, seccién
2). Se construye un forcing iterado con ayuda de este sistema, anilogo al empleado en la
demostracién del Teorema 3.12 de [GiMal], y se procede como ahi.

Es natural preguntarse entonces

Pregunta 8. jPara qué cardinales &, puntos fijos, hay cotas en la exponencial? Es-
pecificamente, si x es el primer punto fijo y es limite fuerte, ;Hay alguna cota para 2*?7
En este caso la teorfa de pcf no se aplica (si a es un intervalo con supremo %, no se da
que mina > kt), y los resultados de Shelah mostrados arriba requieren de cofinalidad no
contable. En [GiMal)] se muestra que puede conseguirse que el primer punto fijo » sea el
primer contraejemplo a GCH, y que 2* tenga o puntos fijos-debajo, Vo < w; (y > 0).
iPuede hacerse @ 2> w;?

4. El Cardinal de Ultraproductos.

Daremos aquf unas pocas observaciones, y no cubriremos todos los resultados. Referimos
a [BeSl], [ChKe] y [ComN], a menos que especifiquemos otra cosa.

Hasta ahora nos hemos preocupado por la exponenciacién. Una pregunta més general
serfa qué ocurre con los productos. Si estos constan sélo de cardinales infinitos, pueden
convertirse en sumas de potencias (pero el problema no queda resuelto; recuérdese la
conjetura de Tarski), de modo que las funciones elementales de la aritmética cardinal
pueden deducirse si se conoce la funcién J (o A ~ 2* para A regular) y, para £ < A, la
funcién cf([A]*, C), cf. las observaciones de Shelah luego de la definicién 48.

Lo cual nos dejarfa con los productos de cardinales finitos, pero por la afirmacién en la
demostracién del Lema 2 esto no representa novedad. En cambio, al considerar los ultra-
productos, la situacién cambia®. En general, no hay suficientes resultados sobre el cardinal
de ultraproductos. Los hay, bajo hipétesis adicionales respecto a los ultrafiltros. Acai, ya

5M4ds general aun, deberfamos mirar productos reducidos. Pero acd nos restringiremos a los ultrapro-
ductos,
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no es trivial ni siquiera el restringirnos a cardinales finitos. De hecho, nos centraremos en
esta situacion: )

Sea I infinito, Y un ultrafiltro sobre I, y n; € wVi € I. Por Loz, formalizado en la teoria,
supondremos que {¢:n; =n} ¢ Y para ningin n € w (o []; ni/U = n). Luego, podemos
(ademds) asumir que ¥ no es w;-completo, y que los n; no son acotados. Asf, [[n:/U es
infinito, Es bien conocido que entonces es al menos 2%°. En [BeSl] se da una demostracién
combinatoria de este hecho. En particular, si |I| = w, [[n:/U = 2%. Mostraremos algo
mas general:

Teorema 71. [Shelah] Si A = [[ ni/U > w, entonces A¥ = A.

Dem: Sea M = w’ /U, donde w es visto como la estructura de los naturales. M es un
modelo no estdndar, y es ficil ver que es w;-saturado ([ChKe] cap. VI). Para a € M, sea
llall = [{b:b €™ a}]. Por claridad, escribiremos < por € (o €M).

Un sencillo conteo muestra que si @ = [(r;):], ||la]| = [ ni/U. Asi, basta ver que ||a|| > w
implica |la]* = la]l. Sea A = [a].

Comencemos notando que si b, ¢ € M, ||be|| = ||b}} - ||c|| (bc es el producto de by c en M),
pues zb+ y, con £ < ¢y y < b, recorre todos los niimeros menores que be, exactamente
una vez. Asf, ||b*]| = ||b]|*;y si |]b|| > w, || = ||b]|. Sean (@n)n<w los niimeros definidos

por: ap = [#/a] ([/z] es el menor n t.q. si m > n entonces m* > z. Esto es definible
sobre w), an41 = [/@xn]. Cada a, es infinito, |jan]| = A, y a2 ,; < 6n/2 (esto vale en w
para todo z > 4). .

Entonces Y 2 1 62 < n,. Sea C = {(ca)ncwitn < an }; |C| = I, llanll = A¥e. Si
c € C, sea p(c) el tipo {E,chna,, <T< Y nemCnln+omim<w}

Si m3 < mg, En<m1 Crlp < Z,sz Cnlpn < 2n<mg Cnp + amy < 2n<m1 Cnan + Gy,
la tiltima desigualdad por la observacién al comienzo del pérrafo anterior. Esto muestra
que p(C) es consistente, asf que (por w;-saturacién) es realizable en M, digamos por ag.

Nétese que az < Y, Cn@n + a0 < (a0 — 1)ap + ao = af < a, y que €+ az es 1-1, pues si
m es el minimo t.q. ¢}, # c2, (digamos ¢}, > c2,) pa,ra,?;uéc7

a_f> Zc an=zc a,.+cmam> Z c2ay + (2, +1)am>a_2>,

n<m n<m 2 n<m

como arriba. :

Entonces A = Ja] = [{b:b < a}| > Hae:2€ 0} = C] = 3% > A. Dirny

El siguiente concepto surgié en [KeP] como parte de las investigaciones que, encabezadas
por Keisler, trataban en los 60 sobre este tema:

Def. 80. Sea U un ultrafiltro sobre I. U es bueno sii no es w;-completo y para toda
p : [I]<¥ — U monétona (p(s) 2 p(t) si s C ) hay una g : [I]<¥ — U multiplicativa
(a(sUt) = g(s) N (%)) t.a. g(s) C p(s) Vs € [T]<¥.

En [KeP] se demuestra que si U es bueno, es regular ((|I|,w)-regular).

[Ke] introduce la clase F(U{) de cardinales realizables como el ultraproducto de una
I-sucesién de naturales médulo U/. Los siguientes son sus resultados:
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Teorema 72.
a) Si [I| =, U es bueno, y limy n; = w (ver el Teorema 40.c) para la definicién),
[Ini/U = 25,
b) [GCH] Si C es cerrado en los cardinales infinitos y [{A € C:A < k}| <kVk €C,
hay unU con FU) = {st:x € C}. O

Keisler formula entonces la siguiente pregunta, que creo que aun sigue abierta:

Pregunta 9. Bajo GCH, ,Es F(U) siempre de la forma indicada, para algiin C como
en el teorema? ;Qué ocurre sin esta hipétesis?

En presencia de cardinales infinitos tampoco es muy claro qué esperar. En [KeP) se
muestra que si U es regular sobre I, |I| = &, k; > wVi € I (o U-c.s.) entonces [[«;/U =
(Hmy &;)".

No es esta la tinica analogfa con el caso finito. P. ej., si cada &; es infinito y ¥/ no es
wy-completo, [T wi/U = ([T ki /U)*.

También se conocen resultados bajo hipétesis sobre uniformidad de los ultrafiltros. En
[FMaSh2] se muestra cémo, comenzando con un cardinal huge, puede forzarse |w*? /D] =
wy para algin ultrafiliro D sobre w;. Casi todas las limitaciones en la época de [Ke] y
[KeP] se debfan a la falta de ‘ejemplos’, es decir, de ultrafiltros no principales no tan bien
comportados como los que se consideraban entonces (e.g., no regulares). En [FMaSh2]
también se prueba la consistencia, a partir de la existencia de huges, de ultrafiliros no
(4™, p)-regulares sobre cardinales pequefios y. Para u > w; no se sabfa si esto era posible,
aunque sf se sabfa que requerfa de cardinales grandes, ver [KMa] cap. III y [Gil].

5. Preguntas Abiertas.

Los resultados que hemos presentado en este traba.Jo en su mayoria apenas alcanzan los
30 afios, pero la teorfa en que se sustentan resulta portentosa. El progreso es répido, y
cada vez més dificil. i

En esta seccién presentamos algunas preguntas abiertas, relacionadas con uno u otro
aspecto que hallamos considerado, y cuya solucién puede ayudar a brindar mayor claridad

al panorama.
Para comenzar, recordamos las preguntas que hemos mencionado previamente:

Cap. 0, sec. 4.c:
e ;Con(3x (i es fuertemente compacto)) — Con(3x (% es supercompacto))?
o ;Para algiin § existe j : V541 — Viyq no trivial? De hecho, ;35 : V5 —+ V?
e ;37: V=% M con Vs C M para un 4 con j(§) =8 > crit j?
Cap. 2, sec. 1:
o i|pcfal=|a|? ;Bajo qué hipbtesis puede asegurarse esto?
Cap. 3, sec. 6:

e ;Existen core models para todas las hipdtesis de cardinales grandes (h.c.g.) estu-
diadas hasta ahora? En caso positivo, para una definicién razonable de h.c.g., si
P es una h.c.g., jHay un metateorema que asegure que de Con(P) se sigue la de
la existencia de un core model donde valga P? En caso negativo, jCuél es la cota
superior de las hipétesis para las que hay core models?
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Cap. 4, sec. 2:
e ;Es consistente 2% < R, y R¥% > R, ? ;Hay algiin modo de formalizar la funcién
x : @ — Sup{B: Con(Rq es limite fuerte —0 2 * < Ro— y IJ(Ra) = Ng) }, para o
limite (o para X, singular) de modo que puedan estudiarse sus propiedades? Ac3,
la consistencia es relativa a alguna h.c.g. Por ejemplo, una respuesta negativa a
la primera parte de la pregunta equivaldria a x(w) = w1. (Es [x(a)] < |a|*?
Cap. 4, sec. 4:
e Sean €w,n>2. (EsVk(2"=x*") consistente, médulo cardinales grandes?
Cap. 5, sec. 3:
e ;Para qué cardinales x, puntos fijos, hay cotas en la exponencial? Especificamente,
si k es el primer punto fijo y es limite fuerte, ; Hay alguna cota para 2*? ;Puede
haber w; o més puntos fijos menores que 2%?

Cap. 5, sec. 4:

e Sean U un ultrafiltro no principal sobre I, infinito, y F(U) = { If[,-n,'/UI :(ni)i es
una J-sucesién de naturales } \ w. (Es F(U) = {x*:5 € C'} para C una clase de
cardinales infinitos? ;(Bajo GCH) es tal C' necesariamente cerrada?

Concluimos con algunas otras:

Pregunta 10. También merece atencién el estudio de la exponencial en ausencia de
eleccién. Shelah ha obtenido algunos resultados, varios respecto a la estructura de pcf,
pero en general no se han estudiado posibles relaciones o limitaciones. ;Qué puede decirse
de esto?

La siguiente pregunta es debida a Shelah y Woodin (1983). Recuérdese el resultado de
[BelJeW] mencionado antes del Teorema 36:

Pregunta 11. Supongamos V |= GCH, y que V[r] es una extensién genérica (tal vez
por una clase propia) obténida adicionando un real. jPuede fallar GCH siempre en V[r]?

Y, por 1ltimo,

Pregunta 12. ;Hay algo como ‘modelos candnicos’ para fallas de SCH? Por ejemplo,
iSi V | o(s) = s**, hay un modelo interno de V donde SCH falle para algiin cardinal
< k? En tal caso, jHay una teorfa de estructura fina para tal modelo? El ejemplo dado
no es el mejor, pero la pregunta puede ser relevante si no hay, por ejemplo, core models
para supercompactos.
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